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Vorwort. 



Die Untersuchungen von Helmholtz über die „Principien 
der Statik monocyklischer Systeme« und „die physikalische 
Bedeutung des Princips der kleinsten Wirkung" haben mich 
dazu geführt, die in der Mechanik wägbarer Massen für die 
Kraft und deren Maass gegebene Definition zu verallge- 
meinern und auf Grund dieser Erweiterung die analytische 
Form der sich so ergebenden allgemeineren Principien der 
Mechanik aufzustellen, welche die bekannten Principien als 
specielle Fälle umfassen. Aber all* die erweiterten mecha- 
nischen Principien will ich nur als mathematische Wahrheiten 
betrachtet wissen, die, wie mir scheint, die Sätze der Mechanik 
wägbarer Massen in ihrem Wesen und in ihrer Bedeutung 
ein wenig klarer hervortreten lassen, als wenn man dieselben 
unmittelbar von der Erfahrung ausgehend auf Grund der 
Newton'schen Gesetze ermittelt — ich halte mich jedoch 
grundsätzlich von der Erörterung der Frage fern, ob die all- 
gemeinere Behandlung der Sätze der Mechanik irgendwie ge- 
eignet ist, physikalische Vorgänge complicirterer Natur dar- 
zustellen, so wie es Helmholtz gelungen ist, physikalische 
Vorgänge zu beschreiben, indem er in dem Ausdrucke des 
kinetischen Potentials erster Ordnung eine Trennung der 
actuellen und potentiellen Energie nicht als gegeben voraus- 
setzte. Wesentlich aber war es für mich, bei der Ausdehnung 
des Begriffes des kinetischen Potentials die Erweiterung des 
von Helmholtz in die Mechanik wägbarer Massen eingeführten 
und von Hertz zur Grundlage seiner Mechanik gemachten 
Princips der „verborgenen Bewegung" und der „unvollständigen 
Probleme" zu untersuchen, und die Frage allgemein zu erörtern, 
wann ein mechanisches Problem für eine bestimmte Anzahl 
von Parametern und unter dem Einfluss von Kräften irgend 
welcher Ordnung sich auf ein Problem für eine grössere oder 
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geringere Anzahl von Parametern unter der Einwirkung yon 
Kräften niederer oder höherer Ordnung reduciren lässt, wonach 
unter anderem die Bewegung zweier nach dem Weber'schen Ge- 
setze sich bewegender Massenpunkte beschrieben werden konnte 
durch die Bewegung dreier Punkte, von denen zwei sich nach 
dem Newton'schen Gesetze anziehen, während der dritte mit 
den beiden in bestimmter Weise verbunden ist und nur durch 
seine Trägheit wirkt. 

Dass endlich die Laplace-Poisson'sche partielle Diffe- 
rentialgleichung auch in der Mechanik der Kräfte höherer 
Ordnung ihr Analogon hat, und, wie in der Theorie des ge- 
wöhnlichen New ton 'sehen Potentials, auch für das erweiterte 
Newton'sche Potential die verschiedensten Anwendungen findet 
bei der Behandlung von Bewegungsproblemen unter der Ein- 
wirkung von Kräften höherer Ordnung, schien mir nicht un- 
wesentlich bemerkt zu werden. 

Für die Erweiterung des Princips der kleinsten Wirkung 
mit Beibehaltung des Energiegesetzes, und für die Aufstellung 
des allgemeinen Harn ilton'schen totalen Differentialgleichungs- 
systems sowie der zugehörigen partiellen Differentialgleichung 
verweise ich auf die Arbeiten von 

Ostrogradsky „Memoire sur les equations differentieües 
relatives au probleme des isoperimetres", 

Mem. de l'acad. de St. Petersbourg, sc. math. et 
phys. tome IV, 1850 
und 

Jacob i „De aequationum differentialium isoperimetricarum 
transformationibus earumque reduetione ad aequatio- 
nem differentialem partialem primi ordinis non li- 
nearem, 

Gesammelte Werke V, 
für die Behandlung des Princips der kleinsten Action in der 
Mechanik wägbarer Massen kommen wesentlich die Arbeiten 
von 

A. Mayer „Die beiden allgemeinen Sätze der Variations- 
rechnung, welche den beiden Formen des Princips 
der kleinsten Action in der Dynamik entsprechen" 
Verhandl. d. königL Gesellsch. d. Wissensch. zu 
Leipzig 1886 
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und 

Helmholtz „Ueber die physikalische Bedeutung des 

Princips der kleinsten Action", 
— „Zur Geschichte des Princips der kleinsten Action", 
Wissenschaftliche Abhandlungen Bd. III 
in Betracht, an die sich noch die Arbeit yon 

Rethy „Ueber das Princip der kleinsten Action", 
Mathematische Annalen Bd. 48 
anschliesst, in welcher in Anlehnung an die eben erwähnten 
Arbeiten von Helmholtz die Gültigkeit des Actionsprincips 
ohne Zuhülfenahme des Satzes von der lebendigen Kraft er- 
wiesen wird; es ist endlich noch in dieser Beziehung auf die 
Arbeiten yon 

Holder „Die Principien von Hamilton und Mauper- 
tuis", Nachr. d. königl. Gesellsch. d. Wissensch. zu 
Göttingen, math.-phys. Cl. 1896 
und 

Voss „Ueber die Principe von Hamilton und Mauper- 
tuis", Nachr. d. königl. Gesellsch. d. Wissensch. zu 
Göttingen, math.-phys. Cl. 1900 
hinzuweisen. 

Von Arbeiten, die sich an meine ersten Veröffentlichungen 
über die Principien der Mechanik anschlössen, sind in Betreff 
der Existenzbeweise für das kinetische Potential hervorzuheben 
von 

A. Mayer „Die Existenzbedingungen eines kinetischen 

Potentials", 

Ber. d. königl. Gesellseh. d. Wissensch. zu Leipzig 
1896, 
A. Hirsch „Ueber eine charakteristische Eigenschaft der 
Differentialgleichungen der Variationsrechnung", 
Mathematische Annalen Bd. 49, 
K. Boehm „Die Existenzbedingungen eines kinetischen 
Potentials höherer Ordnung", 

Journal für Mathematik Bd. 121. 

Heidelberg im November 1900. 

Der Verfasser. 
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Bei der Verallgemeinerung der bekannten Principien der 
Mechanik wird man von der Gültigkeit der Newton'schen 
Gesetze absehen müssen, wonach 

1) jeder Körper in seinem Zustande der Ruhe oder der 
gradlinig gleichförmigen Bewegung so lange verharrt, als er 
nicht durch Anwendung äusserer Kräfte zu einer Aenderung 
seines Zustandes gezwungen wird (Gesetz der Trägheit), und 

2) die Aenderung der Bewegung eines Korpers in gradem 
Yerhältniss zu der auf ihn einwirkenden Kraft steht und in 
deren Richtung stattfindet, woraus sich als Maass der Kraft 
das Product aus der Masse und Beschleunigung ergiebt; 

doch wird der Gesichtspunkt festzuhalten sein, dass die 
durch Zugrundelegung der Newton' sehen Gesetze eintretende 
Specialisirung dieser allgemeinen Principien auf die bekannten 
Sätze der Mechanik wägbarer Massen fuhren soll. 

§ 1. 
Das erweiterte d'Alemb er fache Princip. 

Bewegt sich ein Punkt auf einer graden Linie, deren 
Strecken von einem festen Anfangspunkte aus gezählt mit s 
bezeichnet werden mögen, und sei 8 eine bestimmte Function 
der Bewegung, deren Eigenschaften nachher angegeben werden, 
und die aus später ersichtlichen Gründen Kraft genannt werden 
soll, so möge bei der Verrückung des Punktes um die Strecke 
ds die durch die Bewegung oder durch die Kraft nach dieser 
Richtung geleistete Arbeit durch das Product 

Sds 

Koenigsberger, Principien d. Mechanik. 
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definirt werden, wobei über das Maass der durch die Bewegung 
definirten Kraft zunächst nichts weiter vorausgesetzt wird; legen 
wir nun ein festes Coordinatensystem zu Grunde und bezeichnen 
unter Voraussetzung der Zerlegbarkeit der Kräfte die nach den 
drei Axen gerichteten Gomponenten derselben mit X, Y, Z 
und die dem ds entsprechenden unendlich kleinen Wegstrecken 
mit dx, dy, dz, so wird die geleistete Arbeit auch durch 

Xdx + Ydy + Zdz 

dargestellt werden können. 

Bewegt sich nunmehr ein beliebiges System von n Punkten, 
so soll, wenn wir die auf den i t6n Punkt wirkenden, nach den 
Coordinatenaxen gerichteten Kräfte mit X,-, Y if Z { bezeichnen, 
die Gvsammtcvrbeit des Systems durch die Summe 



2 (Xtdxt + Y<d yi + Zid$i) 



definirt werden, wenn man die gleichzeitigen Veränderungen 
der Goordinaten der Punkte mit dx i9 dy i} dZi bezeichnet. 
Unterwerfen wir das System beliebigen Zwangsbedingungen, 
so dass die Bewegung desselben eine andere wird, so werden 
auch die Kräfte, welche auf die einzelnen Punkte des Systems 
nach den Coordinatenrichtungen wirken müssen, um die nun- 
mehr stattfindende Bewegung zu veranlassen, von den früheren 
verschiedene sein, und die von dem Systeme ausgeübte Ge- 
sammtarbeit durch 

n 

2 (X/dXi + Yidy, + Zi'ätt) 

1 

dargestellt werden, worin auch die dx iy dy iy dz* im Allgemeinen 
andere sein können als früher. 

Wir stellen nun als erweitertes d'Alembert'sches Princip 
für die allgemeine Mechanik die Forderung auf, 

dass die Gesammtwrbeit, welche das den neuen Zwangs- 
bedingungen unterworfene System leistet, gleich ist der Gesammt- 
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arbeit des ursprünglichen Systems für dieselben Verrückumgen y 
und zwar für alle diejenigen, welche die Punkte des den 
neuen Beschränkungen u/nterworfenen Systems überhaupt erleiden 
können, 

so dass dieses Princip, wenn alle möglichen oder virtuellen 
Verschiebungen der Goordinaten mit Sx i} öy if ÖZi bezeichnet 
werden, durch die Gleichung dargestellt ist 

n 

(1) ^ (X/dxt + Y/dy { + Zt'dzt) 



1 

n 



— ^ (2, 6x t + Y< 8y ( + Z ( dzt). 

1 

Sind nun die neuen Zwangszustände dadurch charakterisirt, 
dass die x t , y i} z { von (i von einander unabhängigen Grössen 
Pu Pz> • • •> 2V abhängig gemacht sind, so wird für s = 1, 2, . . ., p 
eine virtuelle Bewegung unter anderen durch 

Sp x = 8p % = • • • = Spt—i = äps+t = • • = dpn = 

dargestellt sein, während dp 9 beliebig bleibt, und es werden 
somit aus (1) die Beziehungen folgen 

^r^i / dx. dv- dz.\ 

Nennt man nun die von einander unabhängigen Grössen p ly 
P*> • • ->Ph> d* e frewn Coordinaten des Problems, so wird man 
von einer Kraft P, reden können, welche in der Richtung der 
Coordinate p t einwirken muss, damit die Bewegung des Systems 
in der angenommenen Weise vor sich geht, und es wäre in 
diesem Sinne die Gesammtarbeit des durch die neuen Zwangs- 
bedingungen beschränkten Systems, da alle dp mit Aus- 
nahme von dp, Null sind, durch den Ausdruck 

P.8p 9 

l* 
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definirt, so dass sich vermöge (2) das erweiterte d'Alembert- 
sche Princip auch in die Form setzen lässt 

(3) P^^^^ + Y^ + Zt^) (.-1,8,...,,), 

und wenn wir als Protection der in der Richtung der Coordi- 
natenaxen wirkenden Kräfte X<, Y ( , Z { auf die Richtung der 

Coordinate * die aus diesen Grossen mit j£, J*, £ ge- 

bildeten Producta bezeichnen, auch so gedeutet werden kann, 

dass während der Dauer der Bewegimg die auf die Coordir 
nate p 9 wirkende Kraft gleich ist der Summe der Projectionen 
aller auf die Punkte des ursprünglichen Systems wirkenden Kräfte 
nach der Richtung von p 9 genommen. 



§»•■ 

Analytischer Ausdruck für das Maass der Kraft. 

Um einen Ausdruck für das Maass der Kraft zu gewinnen, 
wird es nöthig sein, der nach den obigen Auseinander- 
setzungen unter der Annahme der Zerlegbarkeit der Kräfte 
gültigen Beziehung 

in der allgemeinsten Weise zu genügen und zwar so, dass das 
Maass der nach den Coordmatenaxen gerichteten Kräfte nur 
von der entsprechenden Coordinate und den nach der Zeit ge- 
nommenen Ableitungen derselben abhängt; wir müssen jedoch 
zur Behandlung dieser Aufgabe zunächst einige Bemerkungen 
vorausschicken, die auch später vielfach zur Anwendung 
kommen werden. 

Hülf satz 1. Seien p 1} p %y . . . , p^ von der Zeit t abhängige 
Grössen, und 
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worin v die höchste Ordmmg der nach t genommenen Ableitungen 
aller p darstellt, so folgt aus 

worin Er' die nach t genommene p* 6 Ableitung bedeutet, weil 

*"-${%* + %*+■■■ + &**+• 



und 



d«dR df ^J ^» dB 



dt! dt« ^ *T d Pi a) 






1 



ist, durch Gleichsetzen der Coefficienten der entsprechenden Variar 

tionen 

(9\ 8JgW = *. dR 4- ^"^ aJR 

^ ' a*#- x) <w a^- x > "^^d^- 1 dp*?-*- 1 ) 

+ *>^F* 8| #— ^ + '" + »*-5?ö r (*" 1 ' 2 '-'W 

,«v ajg ( g> _ ^ aa , (ff- 1 aa 
w a^ +x) <*ff d$+* i " pl <^- 1 ai^+— « 

Hängt R nur von t, p 1} - . .,Pft und nicht von deren Ab- 
leitungen ab, so folgt aus (2) für x = q und für x = q — 6, 
wenn 6 <^ p ist, 

= — - x— und 



dPi dt? dPi dp[ a) * a dtfi-°dPx' 

und aus diesen beiden Gleichungen, wenn die letztere 6 mal 
nach t differentiirt wird, die häufig zwr Anwendung kommende 
Beziehung 

W ät° dpf ~ 9a »ft ' 
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Bangt R ausser von t, p ly • • •, p^ noch von den ersten 
Ableitungen dieser Grössen ab, so liefert (2) für x = q, 
x = q — 1 und x = q — 6 die Beziehungen 

dÜd dt dB dlW d? dB . cP" 1 dB 

dPx dt» dPz ' dfg dt? dp\ "T~ Q dtf- 1 dPi ' 

dSW dfi- a + l dB . dfi-° dB 

dp <f) = t— 1 dfi-'+i d P \ + 9a dm-* d Px > 

und hieraus folgt wieder die Relation 

„v d° an»> / N auw . d auw 

(5) 5? arfT = (pff _ * '- l} TäT + Qa ~ * « ~^T ' 

während sich aus den beiden ersten und der aus (3) fftr x = 1 

folgenden Gleichung 

JB@_ = dB 

die Beziehung 

rfi v #+* 3fl(Q _ _ dBfä , d_ 8Jg»> 

W afH-i a^+D ~ 9 »ft "^ dpi 

ergiebt, und ähnliche Formeln, welche, wenn 12 auch die 
2 ton , ß* 611 , . . ., a ten Ableitungen der # enthält, linear homogen 

d a dlW , h dSfö d gJt»> d* 31gW 

<*** api a > »a ' dt d P ' x > " '' äi« ai #o 

ausdrücken. 

Um endlich noch die Beziehungen zwischen den nach £ 
genommenen partiellen und totalen Ableitungen der von t 7 
von p 1} . . ., Pp und deren Ableitungen bis zur v i6n Ordnung 
abhängigen Function 12 festzustellen, bemerke man, dass aus 

dB dB . STtdB , , S?ldB „ . , ^7 dB ,,,-* 

sich 






A* _- /« 



8 dB d*B. sri d*B , . SZ d*B „ . . ^j d l 22 , . -. 
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ergiebt, und wegen 



ddB d*B , ^C! d*B , , V7 d*B „ , , VT! d % B 



dt dt ae» +Z?dtd Pl Px ^^Ldtdp' x Px + ^Zj d td P p Pz 



die Gleichung 

m ^dB = d^dB 

\ ' dt dt dt 3t 

folgt, und hieraus allgemein 

(&\ d 1 dB_ d d x B 

W dt ^ —dt d f> 

oder wenn R durch .ß', Jß", . . . ersetzt wird, 

d l dTB d" d x B 



i(H-D 



(9) 



dt 1 dt dt dt 1 



Hülfsatz 2. Sind R^R^,... Functionen von t,PiiP% r .;Pii } 
und sei V eine von t, R t , R^, . . ., R^\ R^, i^', . . ., jß^*>, . . . 
abhängige Function, so ist nach den Principien der Variations- 
rechnung unter der Annahme, dass die Variationen von p v p ir ..,Pfi 
sowie deren Ableitungen bis zur v t — 1, v 9 — 1, . . .*** Ordnung 
hin für t = t Q und t= t t verschwinden, 

SJ V(t, R 1 , iV; • • •; EP, B» -Vi • • •> *P, • • •) dt 

J a J^,...\ dB « dtdB « *«*•«£«> J 



u 



t dB «x i dB «* , . dB ** ^ J 

da aber ferner, wenn die grösste der Zahlen v 19 v 2} . . . mit v 
bezeichnet wird, 
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dfV(t, R,, B,', . . ., *,<'•>, jR,, B,', . . , Bf* t ...)dt 



h 



-/${£-ÄS+"+<-»£S}<** 



ist, so folgt durch Vergleichung dieser beiden Ausdrücke die 
Beziehung 

(10) «Z_liI + ... + (_iviliL 






welche für v t = v 9 = • • • = v die Grundlage aller weiteren 
Betrachtungen bilden wird. 

Zunächst wird dieser zweite Hülfsatz' schon sehr all- 

gemeine Auflösungen der Gleichung (1) zu finden gestatten. 

Sei nämlich 

T s (t, x, x\ x", . . ., sM), 

worin v eine beliebige positive ganze Zahl ist, eine willkürliche 
Function ihrer Argumente, und setzt man 

n n 

T—^f T x .(t, Xi 9 x/ 9 . . ., xfi>) +2 T «(*> 9h Vif • • •> Vi {v) ) 

i i 

n 
1 

bezeichnet ferner, wenn durch Einführung beliebiger Zwangs- 
bedingungen die rechtwinkligen Coordinaten durch die ff freien 
Coordinaten p 19 p 2 , . . ., p^ ausgedrückt werden, den resul- 
tirenden Werth von T mit (T), so wird vermöge (10) die 
Beziehung bestehen 
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dv.^dtdv'. tK ' j*»a„W 



7» 

-2 



+ 



+ 



n , 



+ 



+ 



_ dT _.d dT 



dx. 



dt dx*. 



dt v d$ 



dt v dx^Jdp, 



dv.'T'd 



dy { 



dT M 



-'+ 



dt dti 



d dT *i 



+ (-1) 



df dyfydP, 



^ } üf ddp)**.] 



dx. dt dx'i 
dVi * dt dy\ 



-...+(-i) 
—..+(-i) 



V— 1 



d 



v dT 



df dx[ 
dT. 



^m\ dx. 

dxfyWs 



v—1 



dT, , dT z 
*i , d^ H 

" I /7 * 2*' 



dz i ' dt dz'i 



+ (- 1)^ 1 



cf * J yA 3ft 
if diifV dp, 

T «\ Uli 
pJ dp, J ' 



dt" dy\ 



df dz\ 



und es wird somit eine der Auflösungen der Gleichung (1) als 
Maass der Kraft, welche ein sich in der X-Axe bewegender 
Punkt in dem eben bezeichneten Sinne ausübt, den Ausdruck 



(11) X: |?+£/ T 



dx ' dtdx' dt*dx' 



* i »5 + ... +( _i)*-i< r »* 



df dx^ 



ergeben, worin v eine beliebige positive ganze Zahl und T eine 
wiUMrliche Function von t, x, x', x", . . ., xW ist 

In der Mechanik wägbarer Massen, für welche v = 1 ist, 
würde zunächst als Maass der Kraft 



dT 

dx 



* — ^ + £ 



d dT 



dt dx' 



folgen. 

Um aber alle Auflösungen der Gleichung (1) zu finden, 
mag die Frage gleich etwas allgemeiner, so wie wir sie später 
für die Behandlung des kinetischen Potentials brauchen werden, 
in der Form gestellt werden, 

welches ist für eine beliebig gegebene Function 
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worin r 1} r a , . . ., r x beliebige von einer Variabein t abhängige 
Grössen, und t^\ r^\ . . ., r^ die nach t genommenen a ton Ab- 
leitungen dieser Grössen bedeuten, die allgemeinste Gestalt 
der aus den partiellen Differentialquotienten 

dT dT dT 

dr 9 > dr' 9 > "> a r W 

und deren nach t genommenen totalen Ableitungen irgend 
welcher Ordnung zusammengesetzte Function f, welche die 
Eigenschaft besitzt, dass, wenn r 19 r 2 , . . ., r x in willkürlicher 
Weise von fi von einander unabhängigen Grossen p 1} p 2 , . . ., JV 
abhängig gemacht werden, worin die Variable t nicht explicite 
eintritt, und die durch Substitution dieser Werthe in T resul- 
tirende Function von p 19 . . .,£>,, mit (T) bezeichnet wird, die- 
selbe Function f gebildet aus 

d(T) d(T) d(T) 

dp,' dp',' '"' dp? 

und den nach t genommenen totalen Differentialquotienten 
dieser Grössen gleich ist der Summe der Producte der f- 

Function für die Variabein r« multiplicirt mit «— , oder dass 

der Gleichung genügt wird 

(\V\ fßW ±d(T) d*_d{T) d(T) d d(T) 

K J '\dP 8 ' dt VP, ' dt* dp s ' '"' dp\ ' dt dp,' '" 

d(T) d d(T) 



7 dp[ v) ' dt dp[ 
dT d 3T d* dT dT d dT 



T) \ 

{•»'"7 



2* f( dT ± JlL. J*L 2jL 
*'\dr 9 > dt dr a > dt 1 cr e ' 



9 dr' ' dt dr' > 



« 



dT d dT \ 9r t 



7 drW dtgiM' 



\ — 
"JdPs 



für jede Wahl der Function T und jede Beziehung der r 
zu den p? 

Wir wollen hier, wie im Folgenden häufig beim Beweise 
der Hülfssätze, wenn das Princip des Beweises genau dasselbe 
bleibt, der Kürze halber für v einen bestimmten Werth an- 
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nehmen, der aber immer grösser als 1 sein soll, um nicht in 
der Mechanik wägbarer Massen zu bleiben, und es wird für 
die Beantwortung der eben aufgeworfenen Frage genügen, 
vorauszusetzen, dass die Ableitungen der Grössen r nur die 
zweite Ordnung erreichen. 

Da die Beziehung (12) für jede Abhängigkeit der r und 
p stattfinden soll, so wird sie auch gelten müssen, wenn r x 
als willkürliche Function von p t gewählt wird, ferner p = x 
und r 2 =Pt, • • •, Tp = p^ gesetzt werden, so dass, wenn 
s = 1 genommen und r 19 p x mit r und p bezeichnet werden, 
die Gleichung 

/ion fßm ±HT) W ±HT) dJT) d_d_W \ 
K } ' \dp > dt dp >'"> dp ' dt dp' >*"> dp" J dt dp" >'") 

~'\dr> dt dr >'"> dr > dt dr >"> dr" > dt dr" '"/ dp 

befriedigt werden soll für jede Wahl von T und jede Be- 
ziehung zwischen r und p. Die letztere Forderung bedingt 

einerseits, wenn 

dr d*r d z r 

Jp~ Xl} dp % ~ ts5; dp*~ r s>'" 
also 

/ = x lP ', r" - t lP " + ttf", /" = x lP '" + 3ty> V + f*p'\ . . . 

gesetzt wird, die Unabhängigkeit von x u r 2 , . . . und /, r" . . . 
unter einander, andererseits ist ersichtlich, dass, wenn 

dT dT dT 

gesetzt wird, da die Gleichung (13) für eine willkürliche Wahl 
von T stattfinden sollte, nicht nur die Grössen u, v, w von 
einander unabhängig sein werden, sondern auch zwischen den 
Grössen 

d dT , d* dT 

Tt-d7 = u=u i> d7*JF = u = u *>"-> 

±dJT_ ,_ d* dT_ „_ 

dt dr'~ V ~ **' dt* dr* ~ V ~ V *> ' ' ' 

weder unter einander noch mit u, v, w ein Zusammenhang 
stattfinden wird, da die höheren partiellen Differentialquotienten 
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von T nach r, r, r" genommen von einander unabhängig sind. 
Setzt man nun 

dr dr' dt. , , 

worin die Grössen q 19 p 2 , p 8 , . . . wiederum von einander un- 
abhängig sind, so folgt vermöge der aus der Gleichung (2) 
sich ergebenden Beziehung 

^) = <yi -äF~ (A = * } 

mit Hülfe der eingeführten Bezeichnungen 

ä« -g^- = «i9i + (m + »i) Q* + (« + «>i) Ps + «^o • • ., 
ST*^ = u »9i + ( 2 «i + %) Ps + (" + 2r i + ^ 9» 



und es wird somit nach (13) für willkürliche Werthe aller 
eintretenden Grössen die Identität gefordert 

(14) /■(wft+vfc+wps, Mj ft + («+»l) p2+(«+«>l) ?j+ w^, 

«x Pi + (2«i +«»)p 8 + («+2» x +w $ )q s 

+ (»+2w 1 )p 4 +«;p 6 ,..., 

»p 1 + 2«>9 i , » iPi + (» + 2m; 1 )(», + 2m;(>„ 

»»«»i + (2« 1 + 2«; 1 )() s +(»+2-2w 1 )p,+2«;(» 4 ,..., 

w 9i> WiPi + w?», w 3 Pi+2w 1 ()j+m;(>j,...) 
= Qif( u > **i> M a> «»>•••> v ? *'i> v s> v i> • ••>«', t»!, Wj, w s , . . .). 

Setzt man hierin 
V = V t = Vj = • • • = W = M^ = tt> 8 ==... = 0, ^ = 1, 
so folgt aus der resultirenden Gleichung 
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4 

w, + 3w 8 p 2 + 3^3 + wp 4 , . . ., 0, 0, . . .) 
= f(u, u u u %} w 8 , . .., 0, 0, . ..), 

da die Argumente der linken Seite vom zweiten ab vermöge 
der Willkürlichkeit der Grössen Q 2 > Qs> • • beliebige von 
w, u lf w 2 , . . . unabhängige Werthe annehmen können, dass 
in der Function f von den Grössen u, u t , w 2 , w 8 , . . . nur die 
Grösse u vorkommen kann. Setzt man nunmehr in (14) 

w = w 1 = w 2 = • • • = 0, Q t = 1 , q 2 = 0, 

so wird ebenso aus der Gleichung 

f(fh v > v i, v * + V Q*> v * + 3t? i 9b + V Q*> . . . , 0, 0, . . .) 
= f(»> % Vi> «b, v B ,...,0,0,...) 

folgen, dass die Function f nicht mehr von t? 2 , t? 8 , . . . abhängen 
darf, ebenso nicht von w s , w 4 , . . ., so dass die für die not- 
wendige Form von f identisch zu erfüllende Gleichung (14) in 

(15) fiUQ^VQt + WQt, VQ 1 + 2WQ 2 ,V 1 Q 1 + (V + 2W 1 )Q % + 2WQ Z , 

übergeht. 

Kehren wir nunmehr zur ursprünglichen durch die Glei- 
chung (12) gestellten Forderung zurück und nehmen an, dass 
die Function T mindestens von zwei r-Grössen abhängt, so wird 
die identisch zu erfüllende Gleichung, wenn wir die entsprechen- 
den Grössen sämmtlich mit dem Index s versehen, mit Bück- 
sicht auf (15) die Form annehmen 

( 16 ) ^{ - 2 ?i (t* (i V , +« (i) ft (t) +^ ) ft (i) X ^iv {$) Qi i$) +2«t'W 9) ), 

2 , w ,, ft w +(^m ( % (,, +*« w h w ), ^}^ 9) Qi {§ \ 

2 ("i (-) ft w + wi$) Q* {§) )> 2 K (0 ft (Ä) + 2w i {$) f i (f) +«* W } ) } 

=^}(fi {9) f( ui$) f v {$) > v i i$) > w (,) , ^i (,) ; ^2 (ä) ); 

da aber, wenn Q t ^= 1, p 2 <*> = 0, p 8 (*> = gesetzt wird, aus 
der sich ergebenden Gleichung durch partielle Differentiation 
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nach den Argumenten folgt, dass die Differentialquotienten 
von den Argumenten unabhängig sind, so wird f eine lineare 
Function der Argumente mit constanten Coefficienten von der 

Form sein 

f{u^\ V&, v^, uW, w^\ w^) 

= «o + au& + /St?< e ) + ß x v x ^ + yw& + y x w x ^ + y 2 w 2 (t) , 

und durch Einsetzen dieses Ausdruckes in (16) und Identifici- 
rung der Coefficienten von u^\ v&, . . ., und in diesen wieder 
der Coefficienten von q^, q^, ... die Bestimmungsgleichungen 
folgen 



a, 



0, « + A-0, ft + y 2 = 0, 2/3 + y 1 = 0, 



so dass f die Form annimmt 

f(u(*) 7 ffr) f Vl i*) 9 ufiß), Wj (') } Wl W) 

= a («W — vp) + w f W) + ß (i;W — 2«^«) + yw^, 

worin a, /S, y beliebig bleiben, und es ergeben sich somit als 
Auflösungen der Gleichung (12) im FaUe v = 2, da von den 
Grössen cc, ß,y stets zwei gleich Null angenommen werden 
können, für f die drei Formen als nothwendig und hinreichend 

_ j d*_ dT dT c d dT dT 

dr. 



_dT_i d dT 

2*. I 



dt dr' dt* dr"> dr 



dt dr"> 



dr" 



und genau in derselben Weise folgt für beliebige v der Satz, 
dass sämmtliche Functionen f, welche für eine beliebige 
Function T von r«, r/, . . ., r^ v \ worin s = 1, 2, . . ., x und 
x > 1 ist, und für eine willkürliche Abhängigheit zuoischm r 1} 
r 2 , . . . , r x tmd p 17 p 2 , . . . , p^ der Gleichung (12) genügen, in der 
Form enthalten sind 

'=<- 1 )'-' +1 (#ö-(*-*+i)£^ 



+ 



(v — l + 2)(* — i + 1) d ! 



dT 
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dt* a*fr- a -w 



"*"<> ^ l-2-a itdfMj' 

woriw A die TFer^Äe 1, 2, . . . , v annimmt. 
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Definiren wir also, um in Uebereinstimmung mit der 
Mechanik wägbarer Massen zu bleiben, im Fälle v > 1 für 
einen auf der X-Axe sich bewegenden Punkt 

(A — 0,1,2,...,» — 1) 

als Bewegungsmoment A*™ Ordnung, so ergiebt sich als allein 
möglicher allgemeiner Ausdruck für das Maass der Kraft die 
oben gefundene Form 



X = — — 4- d dT 



dx 



dt dx' dt* dx 



*!*_... + ( _i).-i*.i* 



df dx™' 



worin T zunächst noch eine mUkürliche Function von x, x', 

X , . • . , X^ ' t/SV, 

§3. 

Analytischer Ausdruck fftr die lebendige Kraft. 

Der oben für die Mechanik wägbarer Massen gewonnene 
Ausdruck für das Maass der Kraft 



^ ° ^ dt dx'> 



dT 

dx 



worin T eine beliebige Function von x und x' bedeutet, wird, 
wenn man im Einklänge mit den Newton'schen Gesetzen die 
Bedingung aufstellt, dass derselbe von x und x unabhängig 
sein soll, die Gleichungen nach sich ziehen 

d*T . d d*T __ d d*T _ 

dx* ' dt dxdaf ~ U > dt dx'* ~ > 

und es wird somit T die Form annehmen 

T = ax' 2 + f{x) x'+ax + ß, 
worin a 7 a, ß Constanten, und f(x) noch eine beliebige Function 
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von x sein kann, während das Maass für die Kraft sich in der 

Gestalt ergiebt 

X = — * + 2ax", 

worin, wenn den beiden New ton' sehen Gesetzen genügt wer- 
den soll, offenbar a = und a = — sein muss, und somit für 
= T in 

2 

übergeht, welcher Ausdruck als lebendige Kraft definirt wird. 
Wir wollen nun auch im allgemeinen Falle durch ähnliche 
Bedingungen den oben gefundenen Ausdruck für das Maass der 
Kraft specialisiren, um auf die Verallgemeinerung des Aus- 
druckes für die lebendige Kraft geführt zu werden. 

Zu dem Zwecke sollen, um später die Auseinandersetzung 
der allgemeinen Principien der Mechanik nicht zu unterbrechen, 
schon an dieser Stelle einige Hülfsätze behandelt werden, die 
eine wesentliche Rolle in der allgemeinen Mechanik spielen. 

Hülfsatz 3. Ist V eine Function von t, i> 1; jp 2 ? • • •> Pf* 
und deren nach t genommenen Ableitungen bis fcur v*** Ord- 
ing hh, » M bLnnüid, 

" +#(£-"+c-»)~£^M+- 

und nimmt man an, dass V ein nach t genommener Differential- 
quotient einer Function f(t, p v p v .~ } p^"^ > • • •>!>„> p' y • •tPfc" 1 '*) 
ist, so wird, wenn für die obere Grenze t ein bestimmter 



/ 



Ausdruck für die lebendige Kraft. 17 

Werth ^ angenommen und festgesetzt wird, dass Öp x , dp' x ,..., 
dpfy— 1 ) für t und t x verschwinden sollen, weil 

ist, nach (1) die identische Beziehung bestehen 

v J dp x dtdp' x ^ ^ V ) df dp y > 

welche somit die nothwendige Bedingung dafür ist, dass V 
durch den nach t genommenen Differentialquotienten einer 
Function dargestellt werden kann, und es wird in diesem Falle 
unter der Annahme, dass dp x , dp' X7 . . ., 8p x v ~^ für t ver- 
schwinden, die Gleichung (1) den Yariationsausdruck liefern 

to 



+$ 



^ *^- 1) - 



Dass diese Gleichung (3) eine unmittelbar ersichtliche 
Identität liefert, folgt aus (2) und (3) des § 2, nach denen 

dp' x dt dpi "+" «ft» 3jpJ" ^a^ 3ft/ 

_±(^^ydf\ydl{ä L dl df\_ _df_ 

dtydtdp'i^ 'dpi)'* dt*\dtdp x " dp'i) dp x } 

df' d df . 

= f±!L _l j£\_i. ( L IL jl- !>L\ jl. —IL 
\dt dp'i "* a^ d* ^ a#' "*" a^7 "» a^ 

u. s. w. ist, so dass die Gleichung (3) wegen V = /" in 

Koenigsb erger, Principien d. Mechanik. 2 
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*r -$ (Ä «*+&« + •••+ «£« **- ") 

übergeht. 

Es soll nun die bereits bekannte Umkehrung dieses Satzes, 
dass nämlich die Existenz der Identität (2) auch die hinreichende 
Bedingung dafür ist, dass V sich als ein nach t genommener 
Differentialquotient einer Function von t, p l} . . .,^ und deren 
Ableitungen darstellen lasst, mit Hülfe der Beziehungen (2) 
und (3) des § 2 begründet werden, so wie es für die weiteren 
Anwendungen dieses Satzes zweckmässig erscheint. 

Wird nämlich die Gleichung (2) identisch befriedigt, so 
dass unter Annahme des Yerschwindens der Variationen dp x , 
dp' x , . . ., dpjf -1 ) für t = t Q die Gleichung (3) besteht, oder 
wenn 

U\ dV d dV I i ( lY-9 *"~* dV —V 
W dpf dt dp^ +1) "" h ^ ; dt v ~« dp^ ~ * x 

gesetzt wird, 

(5) sfrdt -/§ r u s Pl +^ r u s P -+...+^j r^jr* 

t l i l 

»o 

ist, so werden vermöge (2) und (4) identisch erfüllt sein 

, ft x dV dV lX dv dV u 

W ä^ ~~ ~dT = U > Wx ~ ~dT = VlX > 

VL_ ä Z*±_Tr W dV ** _ v 

dp x dt — y * x > ••■g^-i) dt — y *-^> 

und zunächst aus der ersten dieser Gleichungen für X t und X t 
durch partielle Differentiation nach p x und p x sich die iden- , 
tischen Beziehungen ergeben 

Ebenso folgt aus der ersten und zweiten der Gleichungen 
(6) mit Benutzung der angeführten Hülfsformeln 
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d'V d Wut 3*u, _ Q 



und 

d*V d dY %K W il% 



— ^r^ = 



dp'^dp^ dt dp K dp K 

und daher vermöge (7) 

(8) & (-dpf ~ -dpf) - °> 

während sich aus der zweiten der Gleichungen (6) 

»■F d dV iXi dV iXi dV lXi _ A 



^8^ d* IP'h, dPit dp'zt 



0*iÄ <** ^ ^ a^ 

und somit nach (8) 

(9) dt'KdpX~^P\)- Q 

ergiebt, und so, wie unmittelbar ersichtlich, allgemein 

(io) t"^- 1 f-^- - -^M - 

worin auch a = ß und A x = A 2 sein kann. Da nun a und /J 
höchstens den Werth v erreichen, also jedenfalls identisch 

(11) £^/_J!^ AUo oder 

ist, worin c , c t , . . ., c$ v —z Constanten, so wird zunächst, wenn 

(12) gl = IFW 

gesetzt wird, wie durch partielle Differentiation der Gleichung 

(2) nach p x vermöge der Beziehung (2) des § 2 ersichtlich, 

die identische Gleichung folgen 

2* 
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d Px dt dpi ^ ^ l) d f d $> "' 

und sich daher nach (3) and (4), wenn 

d Px ~ W *> 
gesetzt wird, 

(13) * fwWdt-j$W%*p l +3$WS*ti + ..-+3$W%dfi- 1) 

J 1 1 1 

ergeben. Da aber die Gleichung (11) die identische Beziehung 
liefert 



so wird die Variation (13) die vollständige Variation einer 
Function f x von t,p u p 2 , . • .,ify* und deren Ableitungen bis 
zur v — V** Ordnung hin sein und daher TP<*> der nach t 
genommene totale Differentialquotient einer ebensolchen Func- 
tion F x . Setzt man nun 

dV dF t 

dp t ~ dt > 
also 

F = lt/^i + F(1) ^ 

so folgt durch partielle Differentiation nach p% 

dV 

dp, 
und somit 

also 

und fährt man so fort, so folgt 



h — dtj dp t aPl T dp % dt 
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^— " + FO')(i»;,...,i»;,...,jif>,...,jpW), 

worin <P eine Function von t,p ly p 9 , . . . f pp und deren Ab- 
leitungen bis zur v — V* 1 Ordnung hin darstellt. 
Setzt man nun 

v— — = r 

v dt r ' 

so genügt V y weil ausser der Gleichung (5), wenn 



dpf 



— **+" 



gesetzt wird, die Beziehung besteht 
t 



S9 fl fl fl 

t/ l l 1 

*o 

wiederum vermöge der Beziehungen (2), (3) des § 2 der der 
Gleichung (5) analogen Variationsgleichung 

t 

s ff dt =J§ r u 9 P \ +j$ v sl 8p; + • • • +^§ v.M-*, 

t/ 1 1 l 



*o 



da V die Grössen Px> p*, - - -,Pfi nicht mehr enthält, und aus 
dieser würde sich, wie aus (5), ergeben 



also 

dt ' dt 



d* dW y 9 



schliesst man so weiter, so stellt sich V als vollständiger nach 
t genommener Differentialquotient einer Function von t, 
Pi,...,Pn und deren Ableitungen bis zur v — l* 611 Ordnung 
hin dar, und wir erhalten den Satz: 

Die identisch erfüllte Gleichung 

dp x dt dp{ "+" dt* dp{' ri v df dp y — " 
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ist die nothwendige und hinreichende Bedingung dafür, dass V 
durch den nach t genommenen Differentialquotienten einer Function 
von t 9 p lf ..., p^ und deren Ableitungen bis zur v — l* 611 Ord- 
nung hin dargestellt werden kann. 

Von diesem eben bewiesenen Satze soll nun eine An- 
wendung auf den Beweis eines weiteren Hülfsatzes gemacht 
werden, der in der Mechanik, wie wir sehen werden, eine 
wesentliche Rolle spielt, und dessen Herleitung in einer Form 
gegeben werden soll, wie wir dieselbe den späteren Unter- 
suchungen zu Grunde legen. 

Hülfsatz 4. Es handelt sich um die Ermittlung der 
notwendigen und hinreichenden Bedingungen dafür, dass p. 
Functionen L 1} L^ } . . . , L^ von t, p ly p 2 , . . .^p^ und deren Ab- 
leitungen existiren, welche durch ein und dieselbe Function M 
von t, p 1} fr, •> • > Pft nnd deren Ableitungen bis zur v ten Ord- 
nung hin in der Form darstellbar sind 

Um zunächst die nothwendigen Bedingungen für diese 
Darstellung zu finden, differentiire man (14) partiell nach pfj* v \ 
woraus vermöge der Beziehungen (2) und (3) des § 2, die im 
Folgenden stets zur Anwendung kommen werden, sich 

dN * , „n„ d*M d N x 



(15) 8ff*> ( 1] d P yd P p~d P w 

ergiebt, und genau ebenso die beiden Gleichungen 



^ K > V dt d£> dp? ^ a*w a^- 1 ) V 

aus deren Verbindung vermöge (15) 
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BN, n d BN X dN x 



2v 



dp?—» dt dpf* dp<Z r - x > 

folgt. Die partielle Differentiation von (14) nach $*—*> regp. 
<pP*— *) liefert ebenso 

dfl—*> ^ v l)l dt dp[**~» ~*~ K h dt* dfl* ~ d£'-*> ' 

und so allgemein 

K } etf> KQ ^ h atdrf[+ 1 '>i rK9 ^ h dt* a*#+*> 

+ (- 1) (2 *)„_, j^ sap - c- ^ J$ > 

worin 9 die Werthe 0, 1, 2, . . ., 2v, x und A die Werthe 1, 
2,...,ii annehmen, während wenn M ausser t nur eine 
Variable p nebst ihren Ableitungen enthalt, da x = X ist, die 
nothwendige Bedingung für N nach (16) in 

(17) (1 -(- Ifli» - C, + lii^+fc+^^g,-. 

+ (-l)'-<(2,),..,|=i^-0 

übergeht. Die 2v + 1 Bedingungen (17) sind jedoch nicht 
von einander unabhängig; zunächst sieht man, dass die Glei- 
chung (17) für q = 2v eine identische ist, dass ferner für 

q = 2v — 1 sich 

/ 1fl N dN d dN A 

(18) J^ =i )~ v JtW V) = 

ergiebt, worauf auch q = 2v — 2 führt; die Annahme q = 2v — 3 
und p = 2v — 4 liefert die beiden Beziehungen 

19 \ d' SN n 

-(2v-S) 1 j t j^ + (2v-2\^j^ T) 

- (2v - 1), - i;j? ^ + (2 V ) 4 - - (I7) = 0, 
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und dass diese beiden Beziehungen vermöge (18) wiederum in 
nur eine übergehen, ist daraus ersichtlich, dass, wenn die 
zweite derselben durch 2v — 3 dividirt und mit 2 multiplicirt 

zu der nach t differentiirten ersten hinzuaddirt wird, sich eine 

i. r m • i. • d* dN , d* dN 
homogene lineare Gleichung in ^ — ^ und t^-t er- 

6 ^ dt* dp®"- 1 * dt* dpf v) 

geben würde, welche nothwendig die dreimal nach t differen- 

tiirte Gleichung (18) sein muss, und so folgt, wie unmittelbar 

einzusehen, da stets für zwei aufeinanderfolgende Werthe von 

q die beiden ersten Posten von (17), von einem gemeinsamen 

numerischen Factor abgesehen, durch Differentiation nach t 

aus einander entstanden sind, dass die nothwendigen von N 

zu erfüllenden Bedingungsgleichungen aus (17) erhalten werden, 

wenn q = 1, 3, 5, . . . , 2v — 1 gesetzt wird. 

Es mag noch bemerkt werden, dass, weil die Gleichung 

(17) für q = 1 und q = die Beziehungen liefert 

4 dp' dt dp" » ö dt 9 dp'" dt 3 dp"" ■ 

dt— 1 dp** ' 

dt [dp dt dp" "+" dt 9 dp"' ' ' ' d# v - x dpQ'n ~ ' 

die Klammer der zweiten Gleichung eine Gonstante sein wird, 
welche, da sie mit der ersten Gleichung verbunden eine Folge 
der übrigen für q = 3, 5, . . ., 2v — 1 sich ergebenden, in den 
Differentialquotienten homogenen linearen Gleichungen sein 
muss, den Werth Null haben wird, und dass somit allgemein 
die Beziehung gilt 

^*' dp' dt dp" ^ dt* dp'" m**- 1 e p (**) ~ ' 

es ist des Folgenden wegen nicht überflüssig zu bemerken, 
dass diese Beziehung auch unmittelbar aus der Gleichung (14) 
hergeleitet werden kann, wenn dieselbe nach jp', jp", ...,j? (2y) 
mit Anwendung der Formeln (2) und (3) des § 2 partiell 
differentiirt, und die angezeigte algebraische Summe gebildet 
wird. 
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Wir wollen nun aber zeigen, dass die durch die Gleichungen 
(16) und (17) ausgedrückten Bedingungen für N x resp. N 
auch die hinreichenden dafür sind, dass eine Function M von 

*, Pi, Pv • • •> *V Pv • ■ •> Pp> • • •> P?' • • -f tf? existirt > durch 
welche sich N x resp. N in der Form (14) darstellen lässt, und 
dieser Nachweis soll nach einer im Folgenden noch öfter zur 
Anwendung kommenden Methode durch den Hülfsatz 1. ge- 
führt werden. 

Für ft = 1 , v = 1 ist aus der allein in diesem Falle 
geltenden identischen Bedingungsgleichung 

( 20 ) W~ätW = ° 

unmittelbar ersichtlich , dass 

|^ — 0, also N = p"<p(t,p, p r ) + 4>{t,P,p') 

sein muss, und dass, wenn 

Q =fNdp = p"f<p(t, p, p') dp +fl>(t, p, i0 dp 

= p"*(t,p,p')+V(t,p,p') 

gesetzt wird, vermöge (20) die Beziehung besteht 

<«) i-Ä^-"ftrt-^- 

die von p unabhängig ist. Dann wird aber unter der An- 
nahme, dass an den Integralgrenzen t und t t die Variationen 
dp und dp' verschwinden, vermöge der Beziehung (21) 

(22) JNSpdt ==f §^ Spät = ÖJQdt —JSl(t, p) Spät 



= fif(Q — <o(t,p'))dt 



sein, und wenn man nunmehr eine in p" lineare Function f 
bestimmt, welche der nach t genommene Differentialquotient 
einer Function 
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F{t, p, iO =-J* (t, p, p 1 ) dp' + <P X (i, p) 
ist, also 

r dF O F , d F , , ■- / , r\ ,r 

setzt ; so wird die Subtraction der durch den ersten Hülfsatz 
bedingten Identität 



? jfdt = 



d 
\ 
von der Gleichung (22) die Beziehung 

jNdpdt = 8J(Q — (o—f)dt= SjMdt 

ergeben, worin M nur von t } p 9 p abhängt, und hiermit die 
Existenz einer nur von t, p y p abhängigen Function M er- 
wiesen sein, durch welche sich N in der Form ausdrückt 

7\r _ 93i d^ d_M_ *v 

±y ~ dp dt dp' ' J 

Ist [i = 1, v = 2, bestehen also die beiden identisch zu 
erfüllenden Bedingungsgleichungen 



*) Es wird nicht überflüssig sein, die einzelnen Beweise durch 
Beispiele zu erläutern. 

Sei die der Gleichung (20) genügende Function 

N « - tf -_ 6p' p", 
so ergiebt sich 

<p = _ 6p', ^ — - p», ö = - 6pp'p" — ^- , 

F=* — Spp'\ f — — 3p' 8 — 6pp'p 
und somit 



/ „*» 
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f<W> dN d dN I d * dN d * dN — O 

W dp dt dp" "*" d* 1 dp'" dt 8 dp* v ~ ' 

so wird sich zunächst wieder 

|^-0, also N^p" r v (t,p,p\p" f p'") + Ht,P,P',P"fP" r ) 
ergeben, und durch Einsetzen dieses Werthes in (24) 
dtp A dty o /dtp • dqp > • dtp ff • dy 



also 



P n A^ft o /#9> _i 09> ' i Otp „ , dtp ,„\ 

r = > W' =2 \Tt + d3 v +W P + W P )' 

N-ir- 9 (ß,p,p',p") + fep"" 
+ 2 (w + TP* + w p ") p '" + *(*>*>*> *o 

folgen. Setzt man nunmehr wieder wie oben 
(25) Q -firdp - .p" JV dp + i>'" 8 /^ dp 

so wird vermöge (23) 

, 9fi v ac <* dG . <*■ dQ d* dQ oU , n nf ry n 

von p unabhängig sein. Differentiirt man aber diese Gleichung 
partiell nach p v und pf v , so folgt wieder mit Hülfe der 
Formeln (2) und (3) des § 2 mit Berücksichtigung der Form 
(25) für Q, wie unmittelbar ersichtlich; 

aÄ =0 -^- = 



dp v ' d^ 

so dass (26) von p 9 pf v und p v unabhängig die Form an- 
nimmt 
m \ VQ d dQ . d* dQ d* dQ _ „,. f ff fff, 

und es kommt nun darauf an, die charakteristische Eigen- 
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schaffe der Function ß zu entwickeln. Es ist aber leicht zu 
sehen, dass sich wiederum vermöge (2) und (3) des § 2 

da = d*Q 

dp" dp' dp" 

Vd d*Q , d*Q 1 ■ rd' d*Q . d d*Q ■ d*Q 1 
ldt dp" 1 "*" dp" dpi """ ldt 1 dp" dp" r dt dp'" dp' "*" dp'" dpi 

_ rd>_ d*Q , o _d*_ d*Q , o ± d'Q 1 

Ldt 8 a^a*/' "*" dt* a^ap' "*" d* a^a^* 
aß a*g 



a*'" a*' a*"' 

ldt dp" dp"' f dp 1 } "r" Ld* 1 ap "* ~*~ ' dt dp'" dp" "r ay ajp'J 

_ r *!. a '3 i q jü. g'C . q! a'g , a»c - l 

U< 8 aj^ajr - 1 " ° dt 8 a^ r ajr "*" d* dp iv dp' "r a^a^J 

und somit 

a& d a& _ d> d*Q o d d*Q . a»c 

dp" dt dp"' ~ dt 1 dp* v dp" dt dp* v dp "•" ajp"' dp 

d* d*Q , d 4 a f <? 
I I 



d* 8 ajp'" 8 ^ d« 4 dptrdir 

ergiebt, woraus mit Benutzung der in (25) für Q gefundenen 
Form 

( 28 > w-mw = ° 

folgt. Da aber genau wie oben die Gleichungen (25) ' und 
(27) die Beziehung liefern 



(29) 



JNSp dt = 8JQ dt — ja (t } p, p" } jp'") dp' dt, 



für eine Function ß aber von t y p' 9 p" 9 p'" 9 welche der der 
Gleichung (20) analogen Beziehung (28) genügt, nach dem 
früher Bewiesenen eine Function K von t 9 p' 9 p" existirt, 
welche die Gleichung befriedigt 

(30) ja (*, p' } p" 9 p'") dp' dt = SJKdt , 

so liefert zunächst die Zusammenstellung von (29) und (30) 
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(31) f NSp dt = df(Q — K)dt = öfs, dt, 
worin nach (25) 22 die Form hat 

(32) B - p"f<p dp + P""f§§> dp 

+ »*"/(J? + ff*' + W*") dp + »{t,p,p', P "). 
Setzt man nun 

s - jr/V di> + a, {t, P) p', P ") , 

so wird 

(33) 3r=|f 



aa, aa, , aa „ aa, 

^ dt ^ dp p ^ dp' p ^ dp" p 



fff 



sein, und bestimmt man ü t derart, dass 

ist, so wird, da 3? der nach t genommene Differentialquotient 
von S ist, 

(34) dfWdt = 0, 

\> 

und es wird somit, wenn 

R— W=M 

gesetzt wird, worin nach (32) und (33) M nur von t, p, p\ p' 
abhängt, die Differenz von (31) und (34) die Beziehung liefern 

fN6pdt = dJMdt, 



ff 
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und sich daher die Existenz einer Function M von t, p, p\ p 
ergeben ; durch welche sich N in der Form darstellen lässt 

* ~ dp dt dp' ^ dt* dp"' ' 

Für (i = 1 ; v — 3 reducirt sich die Frage wiederum auf 
die Bestimmung einer Function &(t, p' \ p' \ p r,i \ p" \ p r ) , welche 
den beiden für v = 2 aufgestellten und als nothwendig und 
hinreichend erwiesenen Bedingungen genügt, u. s. w. 

Wir finden daher, 

dass die notwendigen und hinreichenden Bedingungen dafür, 
dass eine Function N von t, p, p 9 . . ., p^ v ^ durch eine Function 
M von t, p y p } . . ., pM in der Form darstellbar ist 

w iy dp dt dp' ^ dt* dp" ^ } dt* dpW 

durch die identisch zu erfüllenden Gleichungen gegeben sind 

( 1 -<- 1 > ? )a^-^+ 1 ^Ä^)+^+ 2 )^i^— • 

+(-l)-.(2^_ ? A_^ = 

(q = 1, 3, 5, . . ., 2v — 1). 

•) Ist z. B. N= — p + ±p"p'" + 2p'p* v , wodurch den beiden 
Gleichungen (23) und (24) Genüge geschieht, so ergeben sich 

<p = 2p', <*p p + Ap" p"\ x P» 

Q £ + *pp"p'" + 2pp'p*r, St - - tp'p'" - 2p"*, 

K=2p'p"*, B=2pp'p IV +±pp"p'"-£-2p'p"*, Sl l =pp"*-2p'*p", 

S = 2pptf" + pp"* — 2p'*p", *F = 2pp'p IV + ±pp"p" — 3p' p"* 

und somit „» 

M=R- W \+PP"\ 

wonach in der That die Identität besteht: 

p+*p p -V&PV - dp dtdp ' -i- dt , dp » 

--P-I^ + ^VP'P"). 
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Man sieht aber auch sogleich, dass es unendlich viele 
solcher Functionen M giebt, da, wenn M x der nach t ge- 
nommene Differentialquotient einer beliebigen Function von 
t, p, p' } . . ., pt*— 1 ) ist, nach Hülfsatz 3. die identische Be- 
ziehung besteht 

/Q fi x fl dM t d^ dM t , dP_ dM x , , - v 9 j?_ dM x 

K ö °) v— dp dt dp' ~T~dt* dp'' •••-rv L ) dedp {?)> 

und somit aus (35) und (36), wenn 

M—M 1 =^L 

gesetzt wird, 



dp dt dp* ' dt* dp ' v J df dpW 

folgt. Damit sind aber auch alle Functionen M ermittelt, 
welche (35) befriedigen, da, wenn M % irgend eine solche be- 
deutet, aus (35) und der zu M 2 gehörigen durch Subtraction 
die identische Gleichung 

d(M-M>) d d(M-M % ) . . ( 1V <T 3(3f-3f,) 

dp dt dp' " 1 r ^ 1} d f dpW ~ 

sich ergeben würde, welche nach Hülfsatz 3. verlangt, dass 
M — M 2 der nach t genommene Differentialquotient einer 
Function von t, p, p', . . ., p^ -1 * ist; es folgt somit, 

dass, wenn N den oben angegebenen Bedingungen genügt, 
unendlich viele Auflösungen M der Gleichung (35) genügen, die 
sich aber sämmüich nur um nach t genommene Differentialr 
quotienten von Functionen von t, p, p\ . . ., p^"~^ unterscheiden. 

Um für den Fall, dass (i > 1 ist, und die Functionen 
N 19 N i7 . . ., Nu den Gleichungen (16) genügen, den Existenz- 
beweis einer Function M zu führen, durch welche sich die 
Grössen N in der durch (14) angegebenen Form ausdrücken 
lassen, wollen wir uns wieder zur Erläuterung des anzu- 
wendenden, dem vorher gebrauchten völlig analogen Princips 
auf den Fall fi = 2, v=l beschränken, für welchen die 
Bedingungsgleichungen (16) die Form annehmen 
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. d dN t d* dN x _ 

\ 0i ) dt dp; dt*dp x "~ > 

v^ ' dt dp; dt* dpf ~ > 

(W\ Ml _ £ Ml _ o 

W d Pl ' dt d Pl ' ~ u ' 

^ l) dp t dt dp; ^ dt* dp t — dp, > 

(±9\ Ml _ L M« j_ ^L l^x. — M. 



2l>i dtav ' dt* dpS dpt 
(43) 

(U\ M._o1Ml__1^ 



Ml _ 9 d _ Ml _ _ M» 

d A ' ^ä*a A — dp; 9 



(45) 



a^- - d* dp; 1 dp; 

dN L _dN 3 

dp;'~d Pl "> 



von denen, wie sogleich ersichtlich, nur die Gleichungen (39), 
(40), (41), (43) und (45) als von einander unabhängig zu 
berücksichtigen sind. Zunächst ist nun wieder unmittelbar 
aus den Gleichungen (39), (40) und (43), (44) zu ersehen, 
dass die Functionen N t und N% lineare Functionen von p" 
und Pz" sein müssen und somit vermöge der Gleichung (45) 
die Form haben werden 

(46) N t = A>n (t, p lf A, a'> K) + A' >i2 (*, A; A> Pi, AO 

+ ft(<;A>A>A'> A0> 

(47) N a = a"*u& A; A; Pi, Pi) + ft"9 n (*, A> A> A'; A') 

+ b(*>Pi>P*>Pi'>P*)f 

worin die Functionen qp u , qp 12 , 9 22 , & und % % vermöge der 
Gleichungen (39) und (40) den Bedingungen unterliegen 

(48) w~w 
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während aus (41) und (42) 

^ ; ai> 8 a*> 8 ' Ä ' "T" g * ajp/ "^ A a^ a^' "+" A a*> 8 a^' — u > 
K J dp* dPi*^ dtdp t ' ~r A dpjpt "T" A a*> 8 aj> 8 ' — a^ > 

K ^ k) dpt dp % 'dt dpSdp^ 1 dpt'dpt* 2 ^ a* 8 

^ataA 1 * 1 ^a*ai> 8 ^ 2 
^ A \a Pl a* ^ a^ 2 A ^ a^ ai> 8 A / 
"t" A W/a* "^ a^äi?, A ■+" av Ä / — dp^' 

nebst der durch Vertauschung der Indices 1 und 2 aus diesen 
hervorgehenden; und endlich aus (43) und (44) 

w fe-»($ , +T£ , *'+T&*')— w 

folgen. 

Setzt man nun analog der früheren Methode 

(56) ^t-g/ ^.-12 + ^ ' 
worin vermöge (46) 

(57) Q = Pi'f<p tl dp t + Pi'ftpv dp x +f%t dp t 
ist, so wird 

- f — * + % — a- [*, -J 8 ^ «*] 

und wegen 

a*> 8 ' ^*ai? 8 " 

Koenigsberger, Principien d. Mechanik, n 
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wie leicht zu sehen, nach (52) und (53) 

' ~dtldp t ' dtdpt'l 

+ *• Ufa ** + *• fe + »'/ftf " ft ll 

+/> <a + 8 # ft' + *'/£& "a - 

und man erkennt unmittelbar, dass die rechte, also auch die 
linke Seite dieser Gleichung von p t und p% unabhängig ist; 
nimmt man nämlich den partiellen Differentialquotienten der 
rechten Seite nach p xy so wird dieser vermöge der Gleichung 
(54) identisch Null, während der nach p% genommene Diffe- 
rentialquotient zufolge der Gleichungen (51) und (53) ver- 
schwindet, und man erhält somit 

Ebenso einfach ergiebt sich, dass 



W~diW~ Pl J W dPl+p *J W dPi+ J W dPl 



dp, 

oder nach (48) 

ist, woraus folgt, dass dieser Ausdruck nach p x differentiirt 
vermöge (50), und nach p 2 ' differentiirt vermöge (48) und (52) 
verschwindet und somit 

( 69 ) $-S$-«ifcA,ft') 

von t abgesehen nur von p 2 und p x abhängt. 
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Bildet man nun unter der Festsetzung, dass die Varia- 
tionen dp 19 dp 2 , öpi, 8p 2 für t=t und t = t t verschwinden, 
das Integral 

/(N^+Ntdpi) dt=f(^d Pl + Wöp, + fdp 2 ) dt 
so geht dasselbe nach (58) und (59) in 

J( Nl S Pl +N S S Pi ) dt = SJQ dt-fl [( j£ - * $) S Pt ]dt 

+/»(*, p 2 , ft) 8p % dt —fa^t, ft, aO 8fr' dt 
oder vermöge der festgesetzten Grenzbedingungen in 

(60) f{N x öp x + N 2 8p 2 ) dt = äJQ dt +f(a> dp 2 — ^ äp^) dt 

über. Nun ist aber nach (58) 

d<* __ df . d / d*Q d d*Q Q d*Q \ . d*Q 

dPx ~ dPi "*" dt \dpidpS dt dpSdpi ' dp^'dpj "•" dp^dp, 

und nach (59) 

d^ d*Q d d*Q 



dp* dPi'dp* dt dp 1 "'dp 1t } 
ferner nach (56) und (43) 

0p/ dp,' dp s d Pl ' 'dtdpS dP* ZpJPi 

= f >d d*Q d*Q d*Q 

dt dp x dp t " dPi'dPt dp*dP\ } 

3* 
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woraus 

_a© , <S_ ±(± d*Q d*Q . d*Q \ 

dpi + dPi ~ dt\dt dp t "dp x ' dp x 'dp t ' "+" dp^'dpj 

folgt. 

Da aber nach (57) 

- -r 



d* 8a"8a' dPi'dp* ^ dPi'dp* 

vermöge (48) und (52) identisch verschwindet, so folgt 

dj>?~ dp* 
und daher 

f((o dp 2 — <o t dp^ dt = dJQ(t, PtyPi) dt] 
es geht somit die Gleichung (60), wenn 

Q + a = n 

gesetzt wird, in 

(61) f(N 1 Sp 1 + Nsdp $ ) dt = dJR dt 
über, worin 

(62) B =p 1 "f<p 11 dp 1 +P2"ßp li dp 1 +f% i dp 1 + Ä(«, ft, ftO 

ist. Bestimmt man nun eine Function F(t, p ly p 2 , jp/, p 2 '), 
für welche 

ist, was vermöge der Beziehung (48) möglich ist, und setzt 

so ist vermöge des Hülfsatzes 3. 

h 
(64) tß^dt — 0, 
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und die Differenz von (61) und (64) liefert 

(65) f(N 1 dp 1 + N 2 8p 2 )dt = df(B—f 1 )dt = dJMdt, 

worin M vermöge (62) und (63) nur von t, p l7 p %J p± 9 p 2 ' 
abhängt und nach (65) die Eigenschaft hat, dass 

N _dM__d L dM_ -Kr _dM d dM 
JSl ~ dp x dt dp x ' ' -"* ~ dp t dt d Pi ' 

ist; die unendlich vielen verschiedenen Werthe von M unter- 
scheiden sich wieder nur um Functionen, welche nach t ge- 
nommene vollständige Differentialquotienten beliebiger Func- 
tionen von t y p x und p% sind. 

Es bleibt somit das Princip des Beweises auch für den 
allgemeinen Satz bestehen, 

dass die notwendigen und hinreichenden Bedingungen dafür, 
dass fi Functionen N 19 N 2 , . . ., N^ von t, p t , p 2 , . . .,jp^ und 
deren Ableitungen bis zur 2v t6n Ordnung hm durch eine Function 
M von t,p lf p %9 ...,p fl> und deren Ableitungen bis zur v*** 
Ordnung in der Form darstellbar sind 

** ~ d Px dtdp^ + dt* dp 1 ; " " "•" ^ L) dt v d P y ' 

(* — l,2,...,p) 
durch die identisch zu erfüllenden Gleichungen gegeben sind 

dN * ( . n d dN * jl u m 9> iL dN * 

jjg> — W-r l hdi ^TW + W + *h dt * a ^+«> ' ' ' 

jfiv—o dN dN, 

+ <_ D-. <*>_ |^ ^ - ( - »rf , 

worin q die Werthe 0, 1, 2, . . ., 2v, x und X die Werthe 1, 
2, . . . , (i annehmen, *) 

•) Sei z. B. 

N, = Gp, 3 P 1 'Pi"-P*" + *PiP* i + »A f A'A /f i 
#, - - A #/ - »ftV-^ftV - AftA'Ai 
welche den Gleichungen (37) bis (46) identisch genügen, so ist 

9>n — *Ps s Pi'i 9>u = — x i 9n — — 2 A f » 

Xi = *Aft' f + 9ft f ä'ä' 1 * X* - - »A f A /§ - ±ftft Vi 
und somit 
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und es ist durch diese Methode zugleich der Weg gegeben, 
um den analytischen Ausdruck von M herzustellen. 

Diese später ganz allgemein zu verwertenden Hülfsätze 
sollen nun zunächst zur Specialisirung des Ausdruckes für das 
Maass der Kraft benutzt werden. 

Stellen wir ähnlich, wie es oben für die Mechanik wäg- 
barer Massen geschehen, für einen beliebigen Werth von v 
die Forderung, dass das durch den Ausdruck 

T— — d JLA-!L d JL_ i / i v-i *L _dT_ 

^— dx ~t~ dt dx' rl l ) df dx(v) > 

worin T eine willkürliche Function von t, #,#',..., xW be- 
deutet, dargestellte Maass der Kraft von x, x\ . . . , #W unab- 
hängig sein soll, so werde zunächst bemerkt, dass für jede 
Function T nach dem Hülfsatze 4. X der identisch zu er- 
füllenden Bedingung unterworfen ist 

+ (-l)"-'(2,,)„_ e i£rt.J£._0 (> _1,3,...,2»-1). 

Sei nun v eine ungrade Zahl und X von x, x, . . . , xW 
unabhängig, so gehen die Gleichungen (66) für q = 1, 3, 5, . . . v } 

v + 2, v + 4, ...,2i/ — 3, 2v — 1 in 



Q = a" • 6 A 8 A A' - a"' A + A 2 A' 8 + 9A aVa' 2 , 

/ , = -A // (l+18AA a A / )-2A 2 A , '-3AA /3 -4AA / A-18AAA / A'^ 
woraus 

«-6 A "ft' 8 . «i— «ftVi Ä-*ft 8 A' 8 
folgt; da ferner 

-F— SAA 8 A' f — AA'» 

also 

/. = 8a'*A* + »A a*ä'a" + 6 A A'A'A"- A A"~ A'a', 

■B = A"- «ä'a'a - A" • A + A*ä'* + »A A'A'A" + »A* A'*, 
so ergiebt sich M in der Form 

, • , ™. *-a , a'*-a' , a , +a'a', 

wofür in der Tnat 

1 ~~ ^a <** ^A' ' "~ #A <** ^A' 
ist. 
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(1+4 






dX 



dt y caf 



di 
+ (2v)»,_i 



+ 



d 2 — 1 dx 



d 



v— 2 



dX 



dt 8 — 1 dx^ 
d»- 1 dX 



= 






a. s d ax 



(67) 



. 



dta* (,, + 1) 



(2+f) 



d« ax 



8 dt« a* ( " +i, > 



+ 



+ (2i/),— -^. = 



ax 



a*< v + ä > 



d<» dX® 1 * 



, | a \ d ax , , > (T ax 

(v+3)l dl ^+^ + -~ (2 ^- 8 d7^" a^> 



= o 



2^J X ^-(v+5) 1 | ? J^+..—(2 V ),_ 4 ^ ir ^ - 



ax 



a«p»-»> 



fo v d» ax n 

__ (2l ,) =0 



a*<" 



dt dx K 



über, und man erhält durch 0, 2, 4, ... , v — 1, v + 1 ? i; -f- 3, . . ., 
2i/ — 2 -malige Differentiation der aufeinanderfolgenden Glei- 
chungen nach t v lineare homogene Gleichungen in den v 
Grössen 



d 2v ~ x dX $ v ~ % 3X 



<r dx 



dt 21 "- 1 dxW dt 2v ~ 2 daP—* ' ' dt v dx( v +V 

mit einer von Null verschiedenen Determinante, und somit 
identisch 



d 2 *- 1 dX d 2v ~ 2 
dt**- 1 a*P*) ~ ' 



d& 



dt 



2v— 2 



dx { 



dx A d v 

— — — — ^__ II ... 

(2y-l) V > > 



dx 



df a« (v+1) 



= o, 
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woraus, wie unmittelbar ersichtlich, wenn X auch die Variable 
t nicht explicite enthalten soll, folgt, dass die Grössen 

dx dx dx 

Constanten sind, und daher X nothwendig die Form hat 
X = 4>z< 2 *> + A^*-* H f- A,- 1 &+ v > + A,, 

da X nicht explicite von t y x y x y . . ., aW abhängen sollte. Da 

aber zufolge der letzten — - — Gleichungen von (67) sich 

A 1 = 4, = • • - = A v - A = A v - 2 = 

ergiebt, so finden wir, indem genau dieselben Schlüsse für 

gradzahlige v gelten, 

als nothwendige und hinreichende Bedingung dafür, dass der 

Ausdruck 

y d_T_ i d__ dT_ , / i>— i & ^T 

^~ dx "T" dtdx' r ^ L > dt * dx M 

für das Maass der Kraft, welche auf einen längs der X-Axe 
sich, bewegenden Punkt ausgeübt wird, von t, x y x y x" y . . . , aW 
unabhängig ist, die Form 

X = J^»*) + AiaP*-V + A^"- 4 *) H f- A—X&+ 1 

für wngrade v 
und 

X = A^d^) + ^z< 2 *- 2 ) + A^**-*) H f- A v -*x v +* 

für grade v, 

zu denen für T entsprechend 



T = — \ {(-l)%«W+(-l)»- 1 J f ^- 1 > i +(-l)*--»J 4 ^-V + 

+ (—1) 2 A^ x x\ * / J 



und 



T= — y { (- 1)" A« w +(- 1)— 1 J,a ( — 1J, + (-Vy-tAid—V + 
gewählt werden kann. 
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Wir werden die Function T, wenn sie in den letzten 
beiden Formen zu Grunde gelegt wird, die lebendige Kraft des 
sich bewegenden Punktes nennen. 



§4. 

Die erste Form der erweiterten Lagrange'schen Gleichungen. 

Nachdem das Maass der Kraft in der vorher festgestellten 
Form gefunden worden, liefert das durch die Gleichung (1) des 
§ 1. dargestellte d'Alembert'sche Princip die Beziehung 

. / ZT . d dT . , 1 ._, d* dT\ A 

n 

=2 (X- tau + T t Sy { + Zi Sg ( ), 

1 

worin X-, Yt, Zi die sollicitirenden Kräfte des Systems be- 
deuten, und nimmt man an, die Beschränkung der Freiheit des 
Systems sei durch m in den virtuellen Verschiebungen lineare 
homogene Gleichungen von der Form gegeben 



(2) 



i 

n 

2J ifuSXi + <pu Syi + il> 2i Szi) = 0, . . . 
i 

n 
2J (fmi 6Xi + (p mi dy { + l\> mi dti) = 0, 



in denen die Functionen /*,-, qp*,-, tyki von der Zeit und den 
Coordinaten, aber nicht von den Ableitungen derselben ab- 
hängen sollen, und deren Integrdbüität oder Nichtrlntegrabüität 



(3) 
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die holonomen oder nicht holonomen Systeme charakterisirt, so 
wird die Multiplication der Gleichungen (2) mit den Grössen 
%!, X 29 . . ., X m und Addition zu (1) aus bekannten Gründen die 
von den Variationen freien Lagrange'schen Bewegungsgleichwngen 
der ersten Form liefern: 

dx, + dtdx'i r v l ) d f dx iy) 

= %i "f" i-ifu -|" ^2 /a » + * " • ~\~ knfmi 

_ar , d_dl_ ■ / ty-i d v dT 

d Vi ^ dtdy' { • ' • -r ^ ^ «^ ay (,) 

= !Fi -f- X\<pu + A2^2t -}-••• + Am<Pmi 

a*, i" <z* a*; h ^ L) d f dzf 

= Z,- + Utyli + *2#2t H h *m1>mi 

(i = 1, 2, . . . ; w). 

Wir werden nun sagen, ein Kräftesystem besitzt eine Kräfte- 
funcüon v** Ordmmg, wenn eine Function U von t, den Coordi- 
naten x h y ( , z { und deren nach der Zeit genommenen Ableitungen 
bis zwr v*** Ordnung hin eoeistirt, für welche X i} Y i} Zi dwreh 
die Ausdrücke definirt sind 

v du d du . . . 1Nv <T dU 

y -S-sg+ • + (-!)' 

** — dz, dtdz'.~\ ri a; df dz ( V) > 

und werden diese Kräfte als innere Kräfte bezeichnen. Die 
nothwendigen und hinreichenden Bedingungen für X,-, T i} Zi 
als Functionen der Zeit, der Coordinaten und deren Ableitungen 
bis zur 2i/ ten Ordnung hin sind, wenn x i} y iy z ( durch p l} 
• P%> - • •> P*n> Ki y Yi, Zi durch N 19 N 2f . . ., N& n bezeichnet 
werden, nach Hülfsatz 4. durch die identisch zu befriedigenden 
Gleichungen dargestellt 



df 


da/p 


cT 


du 


df 


dyW 


cf 


du 



Erste Form der erweiterten Lagrange 'sehen Gleichungen. 43 

8N * ( _i_n d dN * ■ t _i_* d * dN * 

+ (-1) ep^-^-^-C-i)^, 

worin x, X die Werthe l,2 ? ...,3w, und p die Werthe 1,2, ... ; 2v 
annehmen. Ist also die zwischen zwei Punkten wirkende Kraft 
R eine Function der Entfernung r derselben und der nach der 
Zeit genommenen Ableitungen bis zur 2i/ ten Ordnung hin, so 
erhalten wir unter der Annahme der Zerlegbarkeit der Kraft 
nach den drei Componenten mit Benutzung der Formel (10) 
des § 2. den nachstehenden Satz: 

Wirken zwischen den n Punkten eines Systems Kräfte Bz^, 
welche von der Entfernwng r^ des A ten von dem ft ten Punkte 
und den nach der Zeit genommenen Ableitungen derselben bis 
zur 2v ien Ordnung hin abhängen und femer den Gleichungen 

( ( )) ^~ (9+)l ^H^ +((,+ )8 ^^^~''' 

+ (_l)'>-< (2v ),,_ f ip- a -^i = <) (<, = 1,3,...,2 V -1) 

A jLC 

• 

identisch genügen, so besitzt das Kräftesystem eine Kräfte- 
funetion i/ tor Ordnimg, und zwar wird dieselbe, werm Wx^ eine 
Function von r^^ und dm nach t genommenen Ableitungen dieser 
Grösse bis zur v ten Ordnung hin bedeutet, welche der Gleichung 

_dw Xfi d dw x «r zw 

Äa " — "^7 — d* ä7-r H h (— i) jf^r- 

genügt, durch 

TTu + FisH \-Wm + W n -\ h W 2n + -- + W n - ln 

dargestellt 

So ist die zwischen zwei electrischen Massenpunkten wir- 
kende Kraft des Web er* sehen Gesetzes durch 

j2 mm x , mm x r'* 2mm 1 „ 

r J ' r* k* & 8 r 
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gegeben und hat daher, weil die Bedingung 

du d du p. 

W~TtW f=i 
identisch erfüllt wird, eine Kräftefunction und zwar 

so dass 

ff _dW d dW 

M ~ dr dt ~dr* 
ist. 

Bestellen somit die Kräfte des Systems, dessen Bewegung 
durch die Gleichungen (1) oder (3) definirt ist, aus innern 
und äussern Kräften, und bezeichnen wir die nach den Axen 
gerichteten Componenten der äussern Kräfte mit Q i} Ri, S i} 
so werden diese Bewegungsgleichungen, wenn 

(4) —T—U=H 

gesetzt wird, die Form annehmen 

(5 ) ;h{/jj* -J* + :..+ ( _i).-Li* ft w 

,/dH ddH, ,, 1V d* dH „\ A 

+ fe-^äW + - + (_1) ä7Jtf~ ') * 



+ C4-Ä^ + - + C-^^-*)M-° 



oder 



< 6) | ff-Äff +-+(- i y d viw )=Bi+kl,pu+ '" +lm,pm< 

* 

worin die durch die Gleichung (4) definirte Function S von 

'i x h Vi> z ij x i\ Vi> *i> • • -} x < {v) > Vi {v) > ^ d** 8 kinetische 
Potential v^ Ordnung genannt werden soll. 
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Die Gleichungen (6) stellen ein System von 3w totalen 
Differentialgleichungen 2v UiT Ordnung dar, wobei wir die äussern 
Kräfte entweder als reine Functionen der Zeit oder auch als 
Functionen der Zeit, der Coordinaten und deren Ableitungen 
voraussetzen, die jedoch die 2v te Ordnung nicht übersteigen 
sollen. Ist nun das System ein holonomes, sind also die 
Gleichungen (2) in Bezug auf die Coordinaten vollständige 
Variationen der Gleichungen 

(7) F t (t, x%, . . ., x ny y lf . . ., y», l9 . . ., z n ) = 0, ... 
F m (t, Xi y . . ., x nj y±, . . ., y n} Z\ y . . ., z n ) = 0, 

so werden sich aus den ?>n -\- m Gleichungen (6) und (7) die 
3w + m Grössen 

X\y . . . , X U y yij . . .j y U y Z\y . . . , Zfly M> •• »J A> m 

durch Integration der Differentialgleichungen als Functionen 
der Zeit t und 6vn willkürlichen Constanten ergeben. Ist 
das System jedoch ein nicht holonomes, aber so beschaffen, 
dass in den Bedingungsgleichungen (2) die Zeit t nicht ex- 
plicite vorkommt, so kann man die virtuellen Verrückungen 
auch durch die wirklichen ersetzen und erhält somit ausser 
den durch die Lagrange'schen Gleichungen gegebenen 3n 
Differentialgleichungen (6) noch m Differentialgleichungen von 
der Form 



(8) 




* (fu xl + <p u yl + Vi* *i) = , 



i 

n 



^} (fti Xi + <pM Vi + fai Zi) = 0, 



1 
n 



^} (fmi Xi' + <Pmi yl + 1>mi *i) = , 
' 1 

so dass sich wiederum die Coordinaten durch die Zeit ver- 
mittels der Integration der 3w + m Differentialgleichungen 
(6) und (8) ergeben; kommt jedoch t in den Bedingungs- 
gleichungen des nicht holonomen Systems vor, dann ist die 
Behandlung des Problems in jedem einzelnen Falle den Be- 
dingungen der Aufgabe anzupassen. 
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Wird ein Punkt vom Anfangspunkte als Gentrum nach 
dem Web er 'sehen Gesetze angezogen, so werden somit nach 
(6), wenn W die Weber'sche Kxäftefunction, und die leben- 
dige Kraft 

gesetzt wird, die Differentialgleichungen der Bewegung durch 

die Gleichungen 

d*x dW d dW 



m 



dt* dx dt dx' ' 



dargestellt sein. 



d*y _dW d dW 

m dt* ~ dy dt dy' ' 

d*z__ dW_ d dW 
m dt* ~ dz dt dz 



§5. 

Die zweite Form der erweiterten Lagrange'schen Gleichungen. 

Ist das System ein hohnomes, sind also die 3n Coordinaten 
x h Viy %i gegebene Functionen von p von einander unabhängigen 
Grössen p if p* y . . ., p h} welche die freien Coordinaten -genomnt 
werden sollen, so wird das für diesen Fall auch in die Form 
(3) des § 1. gesetzte d'Alembert'sche Princip die j* Lagrange- 
sehen Bewegungsgleichungen der zweiten Form liefern 

W dp,^dtdp,^ ^ x > dt v dp? 

II 

^-^» / dx. dv- dz\ 

oder wiederum durch Trennung der innem und äussern Kräfte 

eo H-£g+-+(-D'£^= p « (-w->ü. 

wenn 

2i / dx. dv> dz.\ 
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gesetzt wird — Gleichungen, welche sich auch aus (5) des 
§ 4. vermöge des Hülfsatzes 2. unmittelbar ergeben, und deren 
Integration die freien Coordinaten pi,p*, . --,Pn als Functionen 
von t und 2vp willkürlichen Constanten liefert. 

Wir werden im Folgenden die Bewegungsgleichungen in 
den Formen (6) des § 4. oder in der obenstehenden Form (2) 
zu Grunde legen, ohne die Trennung von H in die beiden 
Summanden — T und — U vorauszusetzen aus Gründen, auf 
die erst später näher eingegangen werden soll. 

§6. 
Das erweiterte Hamilton'sche Princip. 

Bildet man das Integral 




H—2}PxPz)dt 



und nimmt an, dass die äussern Kräfte Px während der be- 
liebig aber bestimmt festgesetzten Zeit von t bis t x als Func- 
tionen der Zeit, aber unabhängig von den Coordinaten ge- 
geben seien, dass ferner H für alle in Betracht kommenden 
Werthe der Coordinaten und deren Ableitungen während dieser 
Zeitperiode selbst sowohl wie seine sämmtlichen nach eben 
diesen Grössen genommenen partiellen Differentialquotienten 
bis zur v -f- l* 611 Ordnung hin endlich sind, so wird unter 
der Annahme, dass alle dp s , Sp^ 7 . . ., dp^—V für t = t 

und t = t t verschwinden, 

h 



> A s -$ f > 



(1) */ [H—>iPipi)dt 



*!*+... + (-i^i** \ Sp dt 

dtdp' s ' ' v J df dpW ) ' 

sein, und da die Variationen dp a von einander unabhängig 
sind, so folgt, dass die Beziehung 
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äf(H—^P lPl jdt = 



die Gleichungen (2) des § 5. nach sich zieht und umgekehrt, 

dass somit das durch die Gleichung (2) dargestellte Hamil- 
ton' sehe Princip der zweiten Form der Lagrange 9 sehen Gleir 
chungen äquivalent ist, 

worin vermöge der über die Variationen für t und ^ 
gemachten Annahme , wenn die Grössen p durch Integration 
der Bewegungsgleichungen als Functionen der Zeit und die 
Integrationsconstanten in denselben durch die Anfangs- und 
Endcoordinaten und deren Ableitungen von der ersten bis zur 
v — l* 611 Ordnung hin ausgedrückt sind, solche unendlich be- 
nachbarte Functionen der Zeit mit diesen verglichen werden 
sollen, welche mit ihren v — 1 ersten Ableitungen für t und 
t t dieselben Werthe annehmen, wobei die Durchgangszeit des 
Systems von seiner Anfangslage in seine Endlage gegeben 
und für alle verglichenen Systeme dieselbe ist. 

Sind die äusseren Kräfte sämmüich Null, geht somit das 

Hamilton'sche Princip in 

h 



(3) dfsdt = 



t, 



über, und sagt also aus, dass der für gleiche Zeitelemente 
berechnete Mittelwerth des kinetischen Potentials bei der nor- 
malen Bewegung zwischen einer gegebenen Anfangs- und End- 
lage — definirt durch dieselben Werthe der Coordinaten und 
ihrer v — 1 ersten Ableitungen — ein Grrenzwerth ist, so er- 
sieht man wiederum unmittelbar aus der Beziehung 

,/aH_^^ff, . ( 1V d? dH\ A 

.(dB. d dH . . . A . ä" dH\ A )j. 



Das erweiterte Hamilton 'sehe Princip. 49 

die Identität des Hamilton'schen Principe (3) mit dem d'Alem- 
b er fachen Princip, also auch mit der ersten Form der La- 
grange'schen Gleichungen, während, wenn die äussern Kräfte 
nicht verschwinden, aber wiederum reine Functionen der Zeit sind, 
diese Identität das Hamilton'sche Princip in der Form erfordert 



*A b -?' 



(xiQi+yiRi+ZiSi) 



dt = Q-, 



<0 



dasselbe bleibt also gültig für holonome und nicht holo- 
nome Systeme, wobei aber zunächst, wie meist in den folgenden 
Untersuchungen, angenommen wird, dass in die Bedingung- 
gleichungen des Problems nicht auch die nach der Zeit ge- 
nommenen Ableitungen der Coordinaten eintreten. Ist jedoch 
letzteres der Fall, lauten also die Bedingungsgleichungen 

(4) F t (t, x {> y t , »„ x[, y' t , z[, ..., a>>, y?\ *,<") - 0, . . . 

F m {t, x ( , y t , z t , %;, y[, z' ..., *«, y/", */'>)= 

— in welchem Falle wir das System auch noch ein holonomes 
nennen wollen — , so werden die Variationen der Coordinaten 
und deren Ableitungen für jedes t den m Bedingungsgleichungen 
unterworfen sein 



( 5 ) ^{^^ + TÄf»ft + l^^ 



j- dFr *tW± dFr ^«Wi. dFr *,« 



= 0, 



(r ^ 1, 2, . . ., in) 

aus denen, da diese Beziehungen für den gesammten Verlauf 
der Bewegung während des für das Hamilton'sche Princip 
angenommenen Zeitintervalls t x — t erfüllt sein sollen, unter 
der für das Bestehen des Hamilton'schen Princips gemachten 
Annahme, dafs die Variationen der Coordinaten und deren 
Ableitungen bis zur v — l ton Ordnung an den Grenzen t und t t 
verschwinden, sich 

Koenigiberger, Principien d. Mechanik. 4 
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fm 



d dF r 
TtJx/ + 

d dF. 



+ (- l) 1 



<r ZF t 



dt v d 

eT dF. 






^ \dz. dt dz: ^v ; df dz^J ') 

ergiebt. Es werden somit für die Variationen der Coordinaten 
selbst die in diesen linear homogenen Beziehungen bestehen 



<» !•((£; 



dt dx! "•" 



+ (~ 1)' 



<r *K 



de d 



-f-Adx. 

xW ' 



(r = 1, 2, . . ., m) 

und wenn man wieder diese m Bedingungsgleichungen mit Mul- 
tiplikatoren X lf ...,A m behaftet und zu dem durch die Glei- 
chung (5) des §4. ausgedrückten d'Alemb er fachen Princip 
hinzuaddirt, die 3n Differentialgleichungen 



(dH 

dx. 



(?) 



d dH , 

dt dx! » 

m 



+ (- 1) 1 



«r äff 



d<* dx™ 



- Qi +2l x <*\jt:- dl Jx7 + ■■■ + (- V df da Mj 



ay, dOjf/" 1 h( ^ 1J df dy? 






dt dy { 



; + ... + (_!)- 



dfd$ 






<r w r 



dH d dH . 



dz. 



dt dz. 



+ (- 1)' 



d* dH 



df dtf> 



= Ä,.+2 r ^fe-äiW + "- + (_1) JeW' 

sich ergeben, welche mit den Differentialgleichungen (4) ein 
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simultanes System von 3 n -f- m Differentialgleichungen in den 
3 n + m Functionen x { , yt, Zi, X r liefern*). 

Ist jedoch das System der auch die Ableitungen der 
Coordinaten enthaltenden Bedingungsgleichungen ein nicht höh- 
nomes, haben diese also die Form 



n 



w 2 2 (flw > + <w + *w) - ° 



1 

n 



1 

so wird sich zunächst wieder durch Integration zwischen 
den Grenzen t und £ 19 durch Reduction auf die Variationen 
6x i} 8yi, dz { , mit Hülfe von m Lagrange'schen Multipli- 
catoren A u . . ., X m und Addition zum d'A lern herrschen Princip 
das System von Differentialgleichungen ergeben: 

*) Sei also z. B. eine Bedingungsgleichung zwischen zwei Coordi- 
naten x, y und deren ersten Ableitungen vorgelegt von der Form 
(«) 2y (x* — x — 1) — x y (2x — 1) = 0, 

so dafs die Beziehung zwischen den Variationen lautet 

(2t/ (2x — 1) — 2afy) dx — x* (2x — 1) dy — y (2x — 1) taf 
+ 2(x* — x—l)dtf = Q, 

so wird diese durch Integration zwischen den Grenzen t und t t und 
unter der Annahme des Verschwindeng der Variation der Coordinaten 
x und y an den Grenzen t und t x in 

h 
pPt/ (2x — 1) d x + ri (— 6x + 8) dy) dt=*0 

übergehen und somit zwischen den Variationen der Coordinaten die 
Beziehung liefern 

y' (2x — 1) 9x — x* (2x — 1) dy — 
oder vermöge (a) 

(ß) y(2x — l)dx — 2(x t — x—l)dy = 0; 

bemerkt man aber, dass das allgemeine Integral der Differentialglei- 
chung (a) durch 

(y) x % — x — l*=cy* 

dargestellt ist, aus welcher sich die Beziehung zwischen den Variationen 
(*) (2x — l)dx = 2cydy 

ergiebt, so führt die Elimination von c zwischen (y) und iß) wiederum 
auf die Beziehung (ß). 

4* 
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(9B_ddH, mm , ( _ iy £_dH_ 



(9) 



dy< dtdy/1 r( a; ^a y w 






d« r 



Enthalten nun die Bedingungsgleichungen (8) wieder t 
nicht explicite, so liefern sie m Differentialgleichungen zwischen 
den Coordinaten, welche mit den 3w Differentialgleichungen (9) 
zusammen ein simultanes Differentialgleichungssystem zur Be- 
stimmung von x iy y iy Zi y X ly . . ., X m als Functionen der Zeit 
bilden; für den Fall jedoch, dafs die Gleichungen (8) nicht 
von t frei sind, müssen die Methoden zur Behandlung des 
Problems wieder den Bedingungen der Aufgabe angepasst 
werden. 

Man kann aber auch das erweiterte Hamilton'sche Prin- 
cip noch in eine allgemeinere Form bringen. Ersetzt man 
nämlich in der Function H die Gröfsen pW durch p tk und fasst 
somit H als eine Function von 

*> Pv Pv • • -> P^y Pn> P%i> • • '9 Ppi, • • •> P lv , P 2v > • • -, Pf, v 
auf, so wird die Variation 

tx 



+to*-*l%r t +--'+to-wi£l 



dt 
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-ft-fä-*-^-^ 




$<p»-*niBF. — 2 &- m zBf}**. 






-[${to*-tfi£fc;+to*-*n 



d*H , 



dPitdp, 



+ 



k-^Ä}K' 



dt, 



und es folgt somit unter der Festsetzung, dafs nur die Variationen 

för t = t und t = t t verschwinden sollen, die Aequivalenz der 
Gleichung 

h 

(io) s J^{s-^}[p^ + (Pn -p l ')^ i 

+ foi-A") Ik+-+ fr -&) w] } dt = ° 

mit den Beziehungen 



f* A* 



-2(^-i>Oä0^ 2(p> -miiBir ' 
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/ A* 



(12) 




(Pix — 



^Ä + ^~ ft ") 



a'j 



dPudP.i 



+ 



+^-rfO^Tj 



= o 



* ( 

1 V 



*/) 



a 1 ^ 



+ (Pa« — O 



£«# 



+ 



+(ft.-*)^£l-|- 



für s— 1, 2, . . ., [i. Ist nun die Determinante der zweiten 
Differentialquotienten 

worin a und y die Werthe 1, 2, . . . , p, ß und d die Werthe 
1, 2, . . . , v annehmen, nicht identisch Null, so wird sich aus 
den Gleichungen (12) 

Plr = PX ] 

ergeben für alle Werthe von A und r aus der Reihe der Zahlen 
1, 2 . . ., ft bez. 1, 2, ... V, und es werden somit die Glei- 
chungen (11) wieder in die Lagr angesehen Gleichungen über- 
gehen, also unter den angegebenen Bedingungen auch das ver- 
allgemeinerte Hamilton'sche Princip (10) der zweiten Form der 
Lagrange'schen Gleichungen äquivalent sein. 



§ 7. 
Das erweiterte Princip der Erhaltung der lebendigen Kraft. 

Gehen wir wiederum von der Gleichung 



dH 

dp, 



d dB . 

dt d P ; + 



+ (- 1) 1 



<r dH 



v) 



df dpi 



aus, so wird sich, wenn diese mit p/ multiplicirt und die 
Summation über s von 1 bis [i ausgeführt wird, 
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(i) 




, d H 'S? , d dH , 

'P' w. ~2/P' dt dp-' + 



+ (- i)'J?i> 

1 



, d v dH 



=2; p <& 

i 



df d P M 

ergeben; nehmen wir nun an, dass t in H nicht explicite vor- 
kommt, dass also 

/cn dH y? , dH . 'S? „ dH . . <V iv±i\ dH 



so 

in (2) 

dH 

dt 



,dH 



folgt durch Substitution des Ausdrucks für /*& q— aus (1) 




»• 



,±dH, ,,dH\ . 

P>dtd P ;^~ p > dp;]-*- 




8' 



dH 



f ^_dH__ 

P »dt*dp' g ' P * dp',' 



+ 



-2-'.»: 



— ( — iv*i(»+i) 



dH 

9& J 



oder 



dH d XTf ,dH . d 




dt dt^J**dp' ■ dt 

11 

+ (_i)»i '.< 



p 



_, ä_ dH 

>dt dp" 



P." 



dH 

dp'; 



dt 




, d'- 1 dH „ d*- 2 dH 



P> df-i-dp^ P ' df-tipW 



+ 



und endlich durch Integration nach t 

rj. sri ,dH . <%ri i f d cH „dH 

H -2i p >w+2;Y>dtd$-v> w; 



+ (-i)'jg 



, d y ~ x dH 



df- 1 dp { ; 



„ d v ~ 2 dH _|_ 



df~ 2 dpW 



-(-iYp? ) d d p %}=2fr.p:M + K 
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worin h eine Constante bedeutet, oder 

/*\ tt ^ <(d H d dH . . , 1N „ - d v ~ l dH\ 

( 3) H-2-P.{ w - TtM +-+(-iy '«^ro) 



i 



— 2 



_V "/M__iM± , / 1V _ 8 <*""* a#\ 

l p * l 

worin das Princip von der Erhaltung der lebendigen Kraft 
ausgesprochen ist. 
Setzt man 

(4) ^_2.D,(^r- 5 - <w + - + (-l)»- 1 ^n^y) 

2"t ,,/ gg d dg i ■ / iy-8 <y~' gg \ 

x '^ W; dt dp;- "• i" <■ l > de- 9 dp? ) 



^v, dp(;) 

worin E, durch die Coordinaten und deren nach der Zeit ge- 
nommenen Ableitungen bis zw 2v — l ten Ordnung hin aus- 
gedrückt, der Energievorrath des Systems genannt werden soll, 

so folgt aus (3), dass 

fi 

dE >r» ■„ , 
Tt wm 2i F ' p > ' 

1 

und somit der Energievorrath des Systems fortwährend in dem 

Maasse abnimmt oder wächst, als die Kräfte P, negative oder 

positive Arbeit leisten, dass daher, wenn die äussern Kräfte 

NuM sind, 

E = h 

d. h. die Energie constant ist. 
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Hängt H nur von den Coordinaten und deren ersten Ab- 
leitungen ab, so geht die Gleichung (3) in 

H -2'^~2f p A' d * + h 

i ' i 

über, und ist H eine ganze Function m Un Grades der p g ' und 
lautet nach homogenen Functionen, deren Grad durch den 
Index angegeben ist, geordnet 

H = H + H t + H % + • • • + H m , 
so erhalt man 

H n —H i —2n t — 3fl- 4 {m—l)H m ='2}fP t p;dt+h, 

1 

und es wird daher das Princip von der Erhaltung der leben- 
digen Kraft, wenn alle äussern Kräfte P, Null sind, die Form 
annehmen 

H — Ht — 2H 9 — 3JET 4 (m— 1) H m — h. 

Ist 

H= — T— U, 

und die von den Coordinaten und deren ersten Ableitungen 
abhängige Kräftefunction U nur vom zweiten Grade in diesen 
Ableitungen, ausserdem die lebendige Kraft T eine homogene 
Function zweiten Grades der ersten Ableitungen — was stets 
der Fall ist, wenn die Zwangsbedingungen von der Zeit un- 
abhängig sind — so wird, wenn U in der Form 

ff - d; + oi + o; 

dargestellt wird, das Energieprincip somit durch die Gleichung 

T—U.+ U M — h 

ausgedrückt sein, und daher für die Weber'sche Kräfte- 
function, welche der gestellten Bedingung genügt, in 

T—W,+ W,-h 
übergehen, worin 



ist. 



w mm i rxr mm i J* 
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Unter der Annahme, dass H die Zeit nicht explicite ent- 
hält, war das Princip von der Erhaltung der lebendigen Kraft 
aus den Lagrange 'sehen Bewegungsgleichungen der zweiten 
Form hergeleitet worden, ersteres ist also die nothwendige 
Folge dieser Gleichungen für holonome Systeme. 

Um den Satz von der Erhaltung der Energie auch für 
nicht holonome Systeme in den rechtwinkligen Goordinaten 
aufzustellen , multipliciren wir, wiederum unter der Voraus- 
setzung, dass H die Zeit t nicht explicite enthält, die Glei- 
chungen (6) des § 4. mit x/ } y/, el und addiren alle diese 
Gleichungen, so werden unter der Annahme, dass auch die 
Functionen /*,-, qp*,-, #*» die Zeit nicht explicite enthalten, die 
wirklichen Verrückungen auch virtuelle sein, die Gleichungen (2) 
des § 4. also befriedigt werden, wenn statt ##,-, 8y iy Sz t die 
Incremente dx if dy iy dzi gesetzt werden, und sich daher die 
Beziehung ergeben 

^7. ,/dH d dH . , / ix v d v dH\ 



i 

n 



^Zi * \dy ( dt dy\ + "1- ^ ^ äf dy (r)) 



1 
n 






1 

n 



—2$(*iQi + ViRi + *iSi), 



und somit analog der oben für (1) vollzogenen Transformation 
wenn 

n 



TT S?~'C 8H d ds , \ 



1 
n 



2\ , (dH d dH , \ 



Das erweiterte Princip der Erhaltung der lebendigen Kraft. 59 



jLi ' \dz' { dt 8*/ ^ ) 



1 

n 



%Xi \dx'/ dtdx'r " l / 



i * i y * i * 

gesetzt wird, worin E wieder den oben bezeichneten Energie- 
vorrath bedeutet, 



dE 
dt 



^^WQi + yi'Ri + t/s;). 



Ist H wieder in seine beiden Bestandteile zerlegt, also 

H T—ü 

gesetzt, so soll 

die actueUe Energie und 

-*+J*'(S-£S+-)+Ja-(&--)+" 



1 



die potentielle Energie genannt werden, und es wird somit, wenn 
äussere Kräfte nicht vorhanden sind, 

E a -f- E p = E = A , 
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also die Summe der actuellen und potentiellen Energie con- 
stant sein. 

Hat das Kräftesystem eine Kräftefunction, also das Problem 
ein kinetisches Potential, so wissen wir aus dem Hülfsatz 4, 
dass unendlich viele kinetische Potentiale existiren, die sich 
aber alle um Functionen unterscheiden, welche vollständige 
nach t genommene Differentialquotienten einer Function der 
Coordinaten und der Ableitungen derselben bis zur v — V** Ord- 
nung hin sind. Bezeichnet man nun die zu zwei solchen 
Werthen H x und I? a des kinetischen Potentials gehörigen 
Energiewerthe mit E x und E 2 , so dass nach (4) 



*-«-.£*■($-£$+■••) 



1 



-2*"Gf— •)— ~2#%' 



*-*-.2*.'(£-»il+-) 






ist, so folgt, wenn 

H x — H 2 = K 

gesetzt wird, durch Subtraction dieser beiden Gleichungen 



-2»rfä—)—"2* 



M dK 



d£> ' 



und somit, da H t und H % also auch K für die Gültigkeit 
des Energieprincips die Zeit t nicht explicite enthalten durften, 
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i 



f^* 



-^ „/»x d ex , \ 



1 



_^T f(dK_d dK , ^ dK _ 

—^'P* \p Pg dtdp',~T~ dt* dY; 






da aber K ein vollständiger Differentialquotient einer Function 
von t, den Goordinaten und deren Ableitungen bis zur v — l ton Ord- 
nung bin sein musste, so wird nach Hülfsatz 3. die Klammer 
der rechten Seite für jeden Werth von s identisch verschwinden 
und somit 

*C?.-3)_o oder E i -E t = c 

sein, worin c eine Constante bedeutet, wie auch schon un- 
mittelbar aus dem Energieprincip gefolgert werden konnte. 

Es unterscheiden sich also alle demselben Probleme a/n- 
gehörigen kinetischen Potentiale am vollständige Differential- 
quotienten einer Function der Zeit, der Coordinaten und deren 
Ableitungen bis zur v — 1** Ordnung, und wenn die kinetischen 
Potentiale von der Zeit frei sind, die unendlich vielen zugehörigen 
Energiewerthe, als Functionen der Coordinaten und deren Ab- 
leitungen aufgefasst, um Constanten. 

Während^ wie aus (4) ersichtlich, der Energievorrath des 
Systems eindeutig bestimmt ist, wenn das kinetische Potential 
H als Function von p t , . . ., p^, p[, . . ., |£, . . ., jfp, . . ., jiM 

gegeben ist, und zwar als Function der Coordinaten und deren 
Ableitungen bis zur 2v — l ton Ordnung, wird umgekehrt, 
wenn E gegeben ist, das kinetische Potential die Lösung 
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einer partiellen Differentialgleichung und ausserdem der Be- 
dingung unterworfen sein, die Ableitungen der Coordinaten 
nur bis zur i/ ten Ordnung hin zu enthalten; daraus ist aber 
schon zu ersehen, dass der Energievorrath eines Systems nicht 
als eine beliebige Function der Coordinaten und deren Ab- 
leitungen gegeben werden kann, sondern bestimmten, nach 
dem Früheren leicht aufzustellenden Bedingungen wird ge- 
nügen müssen. 

Setzt man nämlich 

dp, dtdp'^dt'dp,' ""^^ l) d?di>y~ " 

so folgt mit Hülfe der auf die Gleichung (1) angewandten 
Transformation 



(5) 2 *>*>'- 



dB 



dt > 
l 

und man wird somit aus den in dem Hülfsatze 4. entwickelten 
nothwendigen und hinreichenden Bedingungen für die Grössen 
Nk 7 wenn sie in der dort angegebenen Art durch eine Grösse 
M darstellbar sein sollen, indem man Nk mit K 9 und M mit 
U vertauscht, die nothwendigen und hinreichenden Bedingungen 
für K s , und aus diesen und (5) durch Elimination von K 8 die 
für E folgenden identisch zu erfüllenden Bedingungen her- 
leiten können. Nehmen wir z. B. nur eine Variable p und 
zunächst v = 1 an, so lautet die allein bestehende Bedingungs- 
gleichung 

dK d dK _ 

dp' dtdp"~ > 

und es liefert die Elimination von K zwischen dieser Gleichung 
und (5) mit Benutzung der Formeln des Hülfsatzes 1. eine 
Identität; es unterliegt somit der nur von einer Coordinate und 
deren erster Ableitung abhängende Ausdruck des Energievorraihes 
gcur keiner Bedingung, ausser im Laufe der Bewegung stets 
endlich zu sein, und ferner, da 

aJ57__ , a*g 

dp ~ P dp'* 
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ist, unter der Annahme, dass die Werthe g— 7 und ^— - 8 - für die 
in Frage kommenden Werthe stets endlich bleiben, 

(S£) =° 

\dp/p'=o 

zu machen; und ebenso darf für v = l und eine beliebige Anzahl 
von Variahein E als eine nur durch dieselben Einschränkungen 
bedingte, im Uebrigen willkürliche Function von p 1} . . ^p^, 
p'i, • . -jP'h gegeben sein. In diesem Falle wird die Bestimmung 
des kinetischen Potentials H vermöge (4) auf die lineare par- 
tielle Differentialgleichung fahren 

, dH . , dH . . , dH -TJ T-, 

deren allgemeines Integral für das kinetische Potential den 
Werth liefert 

IT > f(E) J > _| ' ( p * p * P Ä 

H= -P>J pT* dPl +Ä »fc" p7> '-■' t)> 

worin (JE?) den gegebenen Ausdruck für die Energie bedeutet, 
wenn in denselben 

Pi= cc 2 pi, p 3 '= ccsPi, . . ., p!i=(*nPi 

gesetzt wird, und nach der Integration wieder für die Grössen a 
die Quotienten der p zu substituiren sind, während q> eine 
willkürliche Function bedeutet, und die in dem Ausdrucke für 
H vorkommende Quadratur in Folge der gemachten Annahme 
endlich ist. Mit Rücksicht auf die Eindeutigkeit, Endlichkeit 
und Stetigkeit des kinetischen Potentials kann H in die Form 
gesetzt werden 

3=— pij ^dA + ^ft'+JfA'H \- App'p, 

worin Ay 9 . . ., A^ beliebige Functionen der p i} . . ., p^ sind, 
und es bestimmt somit der Energievorrath eines Systems für 
v = 1 dessen kinetisches Potential im Allgemeinen bis auf eine 
in den ersten Ableitungen der Coordinaten lineare Function, 
worauf wir noch später zurückkommen werden. 
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Für p = 1 und v = 2 lauten nach dem Hülfsatz 4. die 
für K notwendigen und hinreichenden Bedingungen 

dK d dK . d' dK d* dK _ 

ap dt ai>" ' dt* a^'" d* s a^ — > 
äT 77 *diWi^~ > 

und es liefert, wie leicht zu sehen, die Elimination von K 
zwischen (5) und diesen beiden Gleichungen nur die eine für 
den von p und p' abhängenden Energievorrath E nothwendige 
und hinreichende , identisch zu befriedigende Bedingungs- 
gleichung 

, dE , // dE r d dE A 

* W + p W~ p diW 7 ^ ' 

da die Substitution von K in die erste der beiden Gleichungen 

vermöge der eben für E gefundenen Bedingung auf eine 

Identität fuhrt, oder wenn 

E = p'*E x 
gesetzt wird, 

dE 1 _d^dE 1 _ 

dp" dtdp'"~ ' 

und ähnlich folgen für jeden Werth von v aus den für die 
Existenz eines kinetischen Potentials aufgestellten notwen- 
digen und hinreichenden Bedingungen für K y welches die 
Ableitungen der Coordinaten bis zur 2v ten Ordnung hin ent- 
hält, die Bedingungen, denen der Energievorrath unterliegt, 
dessen Ableitungen in den Coordinaten sich nur bis zur 
2 v — l toa Ordnung hin erheben. 

Um endlich noch das Energieprincip für den Fall zu 
untersuchen, dass die Zeit t in dem kinetischen Potential H 
und in den Bedingungsgleichungen nicht explicite vorkommt, 
die letzteren aber die Coordinaten und deren Ableitungen bis 
zur ft ten Ordnung hin enthalten, also in der Form gegeben sind 

F 1 (*,, y., B i9 <, y/, */, . . ., xf\ y,<W, *,«•>) = 0, . . . 
F J*o Vo *o x <'> Vi'> <> • • •> X P> vW *« w ) = °> 

gehe man von den oben hergeleiteten Bewegungsgleichungen 
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dx. dtox 1 .^ Tk x ' d f da S?) 



m 



dF„ d dF„ ^ dF m 






dH d dH , . , «n_ <T dH 



dj { dtdy-^ K *> df dy (. 



y) 



^7, /dF r d dF r , s äT dF r \ 

^f \dy { dtdy'f ^ V ' df dyfV' 



dH_d_dH, | ( 1V ** SR 



m 



dF„ d dF„ df 1 dF„ 



^n /dl' a dl' , v ar dJ<'\ 

* ^^ W. dt dz'; ^ v J df dzW 

aus, multiplicire dieselben mit %/, y/ } z{ und nehme die Summe 
nach i von 1 bis n. Da nun die Coefficienten der X genau 
die Form der linken Seiten der Bewegungsgleichungen haben, 
so wird sich der früheren Entwicklung gemäss, wenn mit 
Rücksicht darauf, dass F k = ist, 

,/dF k d dF k tf-i dF k \ 

\dx\ dtdx'^ ^ V J df' 1 dxW) 

\ % % % 

1 * * 

'dF* d dF } 




^J \dx? dtdx'" ' / 



^ \dz'J dt dz'" ) 



■t ' 1 1 ' 
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gesetzt wird, die Beziehung ergeben 

1 

oder, wenn die äussern Kräfte Null sind, 

dE a d^ , , a <*<g m 

dt" "" ** ~ar H r^-^^- 

Da nun unabhängig von den Werthen der X sich E =h 
ergeben wird, wenn 

<^—C\ *®± — 1^ — 

d* — u > de — u > ' ' •' dt ~ u 

sind, so folgt, 

dass w;enn die von t freien Bedingungsgleichungen von den 
Coordinaten und deren Ableitungen bis zu einer beliebigen Ord- 
nung hin abhängen, das Princip von der Erhaltung der leben- 
digen Kraft bestehen bleibt } wenn die oben definirten Grössen 
@i, @2, • . ., ©m vermöge der Bedingungsgleichungen und deren 
nach t genommenen Differentialquotienten in Constanten über- 
gehen. 

So wird für (i = 1 die Reihe der Bedingungsgleichungen 
Fifa, Vi> 8i, %/, y/, zf) = 0, . . ., F m fa> y iy z i} x/, y/, z/) = 

für das Bestehen des Energieprincips verlangen, dass diese 
Gleichungen die Ausdrücke 

* ' dF u m dF+ . .dF k 






dy\ ' "* dz'. 

zu Constanten machen, was z. B. der Fall sein wird, wenn 
die Bedingungsgleichungen in Bezug auf x/ 9 yl y z/ homogene 
Functionen darstellen. 

Sind die von t freien Bedingungsgleichungen als lineare 
homogene Gleichungen in den Variationen der Coordinaten 
und deren Ableitungen, also für das nicht holonome System 
in der Form gegeben 
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(Je = 1, 2, . . ., m) 

worin die Cofficienten der Variationen gegebene Functionen 
der Coordinaten und deren Ableitungen bis zur ft ten Ordnung 
hin bedeuten, so werden wieder die wirklichen Veränderungen 
auch virtuelle sein, und daher diese Bedingungen in die 
Differentialgleichungen übergehen 

(4 = 1,2,.. ., m) 

welche jetzt an die Stelle der früheren Bedingungsgleichungen 
F k = treten werden. 

§ 8. 
Das erweiterte Gauss' sehe Princip vom kleinsten Zwange. 

Bildet man den Ausdruck 

i v * 

j_ r (dH d dH, .. 1V <T äff «A« 

worin Ai } B i} C { zunächst noch willkürliche Functionen von t y 
den Coordinaten und deren Ableitungen bis zur 2v — l teu Ord- 
nung hin sein sollen, während die Q i} i2,-, Si in gegebener 
Weise von eben diesen Grössen abhängen, und sucht man das 

Minimum von M, wenn man diese Grösse als Function der 

6* 
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xf v \ yf v \ zß*) betrachtet mit Beibehaltung der Werthe x. } y. y z. 7 

x 'n y\j *o •••> a ^ v ~ x) y yf v ~ x \ ^f v " x \ so wird sich als nothwen- 
dig» Bedtaguog 

1 1 ^ * 

\ddpddp r ddpdy^p 9r ^ ddp ddp r ) 

^ v > 'ydVi dtdy'^ ^a > df dyf> ) 

( ?' g ,. da*"> H f-^r (ty*»» H ^L. M»»A 

va^a*^ r ^a y wa y w *»• ^ dy { pddp r ) 

+(-v«C4-«t|+-+<^^-*) 

\dJ?da!? r ^ dz?dy? * r ^ dt? dt? r /) 
ergeben, da oc& v \ y@ v \ zP^ nur in den Posten 

<r ag <r ag j^IE. 

dt v dx? y df dy?' df dz? 
und zwar mit den Coefficienten 

d 8 g d a # d*H d*H d*H 



dx?dx? y dx?dy? 7 dx?dz? } dy?dx? } 'dz?dx?' 

behaftet vorkommen. 

Soll nun diese Gleichung in die Bewegungsgleichung (5) 
des § 4. übergehen, so muss, wenn i von r verschieden ist, 

(S) d%H = d * H = d * H = 

^ l dx?dx? dy?dy? dz? dz? ' 

ferner für gleiche oder ungleiche i und r 

V } dx?dy? dx?dz? dy?dz? 

und endlich 
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a*w aj//' 1 a^"* 

sein, und es wird dann für ein Minimum des Ausdruckes 



(5) Jf-2 5 



ff 
1 



(dH_ddH, ■ , 1V <T ag „y (-1)" 



a*« 2 



,/aff <*a#, , v <r zh n \* <-i>' 



a*r 



a*<'>* 

die Beziehung bestehen müssen 

+ (lf— 3«lf H *)*-?•>} -0, 



welche mit den oben bezeichneten Bewegungsgleichungen über- 
einstimmt; da unter Beibehaltung der Werthe x if y if z { und 
deren Ableitungen bis zur 2v — l ton Ordnung hin die Varia- 
tionen dxf*\ dyf v \ dzf^ ebenfalls den Bedingungsgleichungen 

(2) des § 4. Genüge leisten und somit als virtuelle Ver- 
schiebungen betrachtet werden dürfen. Um aber zu sehen, ob 
der Ausdruck M in der That ein Maximum oder Minimum 
erleidet, bilde man unter der Annahme der Gleichungen (3) 
und (4) 
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T«-2{Gf-iJi+"- *)'*" 

+(H-äH+ ; —a)^' ,> 
+(H-3^+—a)**«r' 

+J{(- i >-i^( ä *n'+(- i )-giw'T 

und es ergiebt sich somit, dass, wenn für äM=0, also 
während des Verlaufes der Bewegung 

stets positive Grössen sind, dann d 2 Jf>0 und M positiv, 
und wenn diese Grössen negativ sind, d 2 M < 0, aber M 
negativ ist, daher der absolute Werth von M stets ein Minimum 
erleidet. Es folgt somit, 

dass der absolute Werth des Ausdruckes M der Gleichung (5) 
unter allen Werfhen von x^ 2v \ yp v \ *P v) mü Beibehaltung der 
Werthe x if y i} z 4 , */, y!, */, . . ., x?—*, *,»*-■>, */>'-*> f™ 
diejenigen einen Minimumswerfh annimmt, welche die La- 
grange' sehen Bewegungsgleichungen befriedigen, wenn die Diffe- 
rentialquotienten des kinetischen Potentials den Bedingungen (3) 
u/nd (4) genügen — was der Fall sein würde, wenn dasselbe 
eine ganze Function von x&\ yW, z& ist, in welcher nur 
Potenzen der einzelnen Grössen, nicht Producte verschiedener 
vorkommen — und die Grössen (a) während des Verlaufes der 
Bewegung stets dasselbe und ein gemeinsames Vorzeichen be- 
halten; unter diesen Bedingungen besteht also die Aequivalenz 
des Princips vom kleinsten Zwange mit dem erweiterten d'Alem- 
bert'schen Princip, also emeh mit den Lagrange' sehen Be- 
wegungsgleichungen der ersten Form. 
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Für v = 1 wird, wenn in dem kinetischen Potential die 
actuelle von der potentiellen Energie getrennt ist^ 



n 



H t2 m *W + *' + **"> ~ U > 

1 

worin U nur von den Coordinaten abhängt, es sind also die 
Bedingungen (3) und (4) befriedigt, und die Grössen (a) 
nehmen sämmtlich den Werth m i an, so dass in der Mechanik 
wägbarer Massen der positive Ausdruck 

*-2i{("w-5?-«y+(-w"-si-< 

ein Minimum annimmt für diejenigen Werthe von x", y" } z[\ 
welche durch das d'Alembert'sche Princip 

definirt werden, wenn für alle verglichenen Werthsysteme die 
Werthe von x if y iy z i7 x?, y/, z[ beibehalten werden. 

Ist das kinetische Potential wieder als Function der /* 
freien Coordinaten p 1} p 2 , . . ., p^ gegeben, und bildet man 

so ist unmittelbar ersichtlich, dass die Lagrange'schen Be- 
wegungsgleichungen der zweiten Form der positiven Grösse 
M den Werth Null ertheüen. 

Ist das von dem Anfangspunkt als Centrum cmf einen be- 
weglichen Punkt omsgeübte kinetische Potential 

H= — T+ W{r, r, r", . . ., r«), 
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worin die lebendige Kraft T ganz allgemein nach § 3. 

für ungerade v durch 

T 1( (- i)»4,*w + (- 1)*- 1 ^'- 1 '* + • • • 

+ (-1) » J,_ ia A W )+•••, 
für gerade v durch 

T = _ -1 j (_ 1)» J.afrf + (- l)-i J.afr- V + • • • 

+ (-1)' A-«^ 2 '}+••• 
definirt ist, so wird nach (2) des § 2. 

(v) V / *0 1 ^ r (v) r » 



CX 



i*-(_l).J.,M+i?u, 

dH _ /_ ivi -w i dw JL 



und somit 



d*H d*Wxy d*H d % W xz 



d*H = d*Wyz 
dy^dz^ dr^ r* ' 

Sollen nun die durch die Gleichungen (4) ausgedrückten 
Bedingungen erfüllt werden, so muss — ^ = 0, also 

W= <p (r, r', r", . . ., i*-«) + 9i {r, r', r", . . ., *-«) r<*> 

sein, und da die Grössen («) dann den constanten Werth A^ 
annehmen, so wird in diesem Falle das Gauss' sehe Prineip 
des Ideinsten Zwanges bestehen für 



Das erweiterte Princip der kleinsten Wirkung. 73 

^i ((§*_£!*+. .. +( _i)v^i*y 

^\dy dtdy'^ ^ L > dt v ay wJ 

für den freien oder Zwangsbedingungen unterworfenen Punkt 

Da das kinetische Potential des Web er' sehen Gesetzes 
in Bezug auf / vom zweiten Grade ist, so existirt das erweiterte 
Gauss'sche Princip des Ideinsten Zwanges unter den oben auf- 
gestellten Bedingungen für das Weber'sche Gesetz nicht, wenn 
der angezogene Punkt Zwangsbedingungen unterworfen ist. 

§9. 

Das erweiterte Princip der kleinsten Wirkung. 

Unter der Annahme, dass das kinetische Potential H 
auch die Zeit t explicite enthalten darf, liefert, wenn Anfangs- 
und Endwerthe der Coordinaten sowie deren Ableitungen bis 
zur v — l ten Ordnung hin und ausserdem auch die Durchgangs- 
zeit der verglichenen Bewegungen variiren können, eine be- 
kannte Formel der Variationsrechnung die Beziehung 
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und man erhält aus dieser wieder, wenn man die Variationen 
der Goordinaten und deren Ableitungen bis zur v — l** 1 Ord- 
nung hin verschwinden lässt und St = dt = setzt, also für 
die verglichenen Bewegungen wieder dieselbe Durchgangszeit 
annimmt, für den Fall, dass die Lagrange 'sehen Gleichungen 



dH 






dp, dt d^ * ' ^ > dt v dp? 

erfüllt sind, 



8 I Hdt= I 2jP t 8p 8 dt 



und unter der Annahme, dass die äussern Kräfte P s nur 
Functionen der Zeit, nicht der Goordinaten sind, die frühere 
Form des Hamilton 'sehen Princips 



6 (\H-^P t pAdt = 0. 



Setzt man die Gleichung (1) mit Benutzung des Aus- 
druckes (4) des § 7. für den Energievorrath E in die Form 

» */«'-/£{(£-iif+-"+<-*£# 

— £. r /2 TT A 2 TT \ ~1< 



+ 



so werden für die Functionen p 1} p 2 , ..., p^ von t, welche der 
wirklichen Bewegung entsprechen, die in der Form 

dS_±dH M . / 1V ^ dH p 
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enthaltenen Gleichungen erfüllt sein, andererseits wird, wenn H 
die Zeit t nicht explicite enthalten soll, nach dem Energie- 
princip die Gleichung bestehen 



E=h+]>}Jp,p;dt, 



worin h während der normalen Bewegung eine Constante ist, 
und es wird somit die Gleichung (2) übergehen in 



(3) 



+ 



/ t 

djHdt =J2} P.ißP. -P.'tf) dt 

J t 



Betrachten wir nun die Variation 



dfEdt 



unter der Annahme, dass das Energieprincip nicht nur für die 
normale Bewegung, sondern auch für alle mit dieser ver- 
glichenen Bewegungen gilt, so muss die Variation der Zeit 
aus dem Grunde mit in Rücksicht gezogen werden, weil nach- 
her auch die Beibehaltung nicht bloss des Princvps der Energie, 
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sondern auch der Constanten der Energie gefordert wird, und 
deshalb, wenn die Willkürlichkeit der Variation der Coordi- 
naten auch weiter bestehen soll, wegen des Hinzutretens einer 
neuen Gleichung zwischen diesen Variationen die Variation der 
Zeit zu Hülfe genommen werden muss, so dass also auch 
die Durchgangszeit nicht, wie beim Hamilton'schen Princip 
dieselbe ist, sondern verschieden bei der normalen und den 
verglichenen Bewegungen. 

Fasst man nun in bekannter Weise alle Grössen als 
Functionen einer nicht variirbaren Grösse u auf, so wird, 

wenn -r- = f gesetzt wird, 

t u u u u 

sfEdt =ß'Edu =fe(t'E)du =ffdEdu +fEdt'du 
oder nach dem Energieprincip 

t t u 

d I Edt= I SE-dt + I (h+^J I (P,p s 'dt))dt'du 



U 



= I 8E-dt + h(St—ät ) +2 / (? t p t 'df)öfdu 

*o «o 

sein. Da aber 

u u 

f{fp.p;dt)sfdu=[fp, P ;dt.sil-f±(fp. P ;dt)dtdu 

«ü Wo 

t 

= [fp, P ; dt . siJ-fp, P ;st . dt 

ist, so erhält man 
dfEdt =fdEdt + h(dt — dt ) + \ ^j?° I P,p 9 'dt.6t 

t 

-^'Jp, P ;st-dt y 
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und zieht man diese Gleichung von (3) ab, so ergiebt sich 



(4) 



t t t 

8 I (H—E)dt = — I 8Edt+ I 2jP,8p,dt 



und diese Gleichung stellt das Princip der kleinsten Wirkung dar. 
Sollen die Coordinaten und die Ableitungen dieser Grössen 
bis zur v — l ten Ordnung hin für t und t bei der normalen und 
den verglichenen Bewegungen dieselben bleiben, so geht das Princip 
der kleinsten Wirkung über in 

8 I (H-E)dt / SEdt + 1 2j P.äp.M, 

und wenn äussere Kräfte nicht vorhanden, also für die normale 
Bewegung das Energieprincip durch E = h dargestellt ist y die 
verglichenen Bewegungen aber der Annahme nach wiederum dem 
Energieprincip, rmr mit einer anderen Energieeonstanten ge- 
nügen, in 

t 

sf(H— E)dt = — (t — t ) dh. 

Setzt mcm endlich noch fest, dass die Constcmte der Energie 
für die normale und die verglichenen Bewegungen dieselbe sein 
soll, also dh = 0, — was erlaubt war, da wir auch die Durch- 
gangszeit variirten, — so ergiebt sich das Princip der kleinsten 
Wirkung in seiner einfachsten Gestalt 

t 
8f(H—E)dt = Q, 
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worin hier sowohl als in den früheren Gleichungen unter H — E 
der in dm Coordinaten und deren Ableitungen oben definirte 
Ausdruck 

TT w—Sl n 'i dH d dH ./ iwi ^" 1 VB\ 



^' Pm \dp' 9 ' dt dp'," 



v — i 



<r- 2 dH 



+2i& ( dp'; dt dp';' "■ K x) d f-* dp? j 
+ 



+^}p? 



dH 

dp? 

zu verstehen, und als Bedingungsgleichung für die Variationen die 

Gleichung 

E=h 

aufzufassen ist. 

Für die Mechanik wägbarer Massen ist nach der Definition 
von E 

i r * 

und da 

H= — T — ü, 

worin, wenn v i die Geschwindigkeit des #* n Punktes bedeutet, 

n 
1 

für holonome Bedingungen, welche die Zeit * nicht explicite 
enthalten, eine homogene Function zweiten Grades in p± } 
P*> - - '>Pv i^ m ^ Coefficienten, welche so wie U Functionen 
von p 1} Pi, . . .yPp sind, so wird 

fX fl 

(R-E)dt-2£ d £dt--2£ d £dt~-2Tdt 

n 



= — sf m % v i d^i 
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sein, wenn dö { das Wegelement des i?* n Punktes bedeutet, und 
es wird somit das Princip der kleinsten Wirkimg (4) durch die 
Gleichung 



(5) 



* » * 



+ m<\ 



dargestellt, welche, wenn die äussern Kräfte sämmäich Null 

sind, in 

t 

öj ]£<m i v i d6 i = (t-t )dh+ 2}w a dpt 



übergeht. Setzen wir nun fest, dass die Coordinaten des Systems 
am Anfange t der Bewegung und zu der beliebig gewählten End- 
zeit t keine Variationen erleiden, dass ferner die Variation von 
h verschwindet, was, wie unmittelbar ersichtlich, damit identisch 
ist, dass die verglichenen Bewegungen am Anfange t mit der 
normalen dieselbe lebendige Kraft besitzen, so werden die La- 
grange'schen Gleichungen äquivalent sein dem durch die Gleichung 



(6) 



t 

äj^}m i v i d6 i = 



ausgedrückten Princip der kleinsten Wirkung. Lassen wir aber 
die Annahme fallen, dass die äussern Kräfte sämmtlich ver- 
schwinden, so wird nach Gleichung (5) unter der Voraus- 
setzung, dass die Coordinaten am Anfange und Ende keine 
Variationen erleiden, dass ferner der Energievorrath des Systems 
bei den verglichenen Bewegungen sich gegen den der normalen 
Bewegung ändern darf und zwar so, dass derselbe in dem Maasse 
abnimmt oder wächst, als die Kräfte P $ für die Verschiebung 
dp 9 negative oder positive Arbeit leisten, das Princip der kleinsten 
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Wirkung, da wegen der Aenderung des Energieyorrathes die 
Zeit nicht variirt zu werden braucht, wiederum durch die 
Gleichung (6) dargestellt sein. 

Es ist aber noch wesentlich darzulegen, in welcher Weise 
die in dem Princip der kleinsten Wirkung 

(7) sf(H—E)dt = 

* 

enthaltene Variation, für welche wegen Beibehaltung der Energie- 
constanten auch die Zeit t zu variiren ist, ausgeführt werden 
muss, um auf die diesem Princip äquivalenten Lagrange- 
schen Gleichungen geführt zu werden, und zwar soll dies 
wieder an der Weber'schen Kräftefunction 

gezeigt werden, für welche das kinetische Potential 

und die Energie, wie oben gezeigt, 

■et m / '« i '»i '*\ mm. , mm. r' % 
E = Y( X +y +* ) r + rT* 

ist, so dass die Gleichung (7) in 

t 

(8) if$ (*" + y'* + *") + ^ © * - 

übergeht, und die Variation so zu nehmen ist, dass die Con- 
stante der lebendigen Kraft sich nicht ändert, also die Be- 
dingungsgleichung besteht 

(9) i^ + y + o-^ + ^p-* 

Fassen wir nun alle Variabein als Functionen einer Ver- 
änderlichen u auf, und setzen 

dx , dy f dz , 

dr , 



Das erweiterte Princip der kleinsten Wirkung. 



81 



so werden die beiden Gleichungen (8) und (9), wenn 



(10) 



mm\ 



+ Ä-Jf, £( a /i + ft '» + + 



mm^ t x 



'8 



k 



r = N 



gesetzt wird, in 

u 

(11) dfN^du^O 

und 

(12) 



«• 



Vjvj« — yif <** 



übergehen, und die Elimination von dt zwischen (11) und (12) 
wird die nunmehr auszuführende Variation liefern 



(13) 



sfyM . ywdu = o. 



«D 



Da nun diese Gleichung nach der bekannten Transforma- 
tion der Variationsrechnung die Gestalt annimmt 

+C-£ ? -£*-$FM*-°. 

so werden, da der Punkt ein freier ist, die drei Gleichungen 
bestehen 



Mo 



(15) 



' d^MN d_ dyww _ Q 

dx x du dx^ 

d^MN d_ dVMN =Q 

a& dw a#/ 



#*! 



dt* av 



= o. 



Nun liefern aber die Gleichungen (10) die Ausdrücke 



d yMN _ }/M f 3mm 1 , a , 2^ , ,1 

a*, - 2y^i tv* 1 ' 1 ^«v^M 






ww 



3 *1 



a?i 



dVMN _ VM t , 2mm ,) 
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oder mit Hülfe von (12) 

dYMN = yw ( Smm i xr '* I 2mm i x y mmi x\ 

fix. 2l/Sl k*r* ' *V r s / 



) X > 2 l ' ^r» J 



0^ zYm 

dYMN 

d 

und da 

d^ dYMN d± ± dj/MW YK <L üV^H 
du dx x * du dt dx^ ~ yM dt dx x * 9 

so geht die erste der Gleichungen (15) in 

mx — ^j— x -f- -j-j^ä xr £* r i % r 



über, und es nehmen daher diese drei Gleichungen die not- 
wendige Form der Lagrange'schen Bewegungsgleichungen an 

"_ fi w d dw \ x 
mx —\W~didr')T> 

„ (dW d dW\ y 

m * = \d7~TtW)T> 

(dW d dW\ z 
\dr dt dr / r 



§ 10. 

Das erweiterte Princip der Erhaltung der Flächen. 

Geht man von den Lagrange'schen Bewegungsgleichungen 
der ersten Form aus und nimmt z. B. die zu den Goordinaten 
x und y gehörigen 

Vit Kfmi = °> 

m dH d dH, ., iy <r dH n 
( 2 ) W i -diW i + ''' +{ ~ 1) Jf^~ Mi 
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multiplicirt dieselben mit y t und x f und zieht sie von einander 
ab, so folgt 



, aN dB dB ( d dB d dB\ . 

( 3 ) 'i-g^ — ytTZ—^Tt I% — **Tt ¥%) + "' 

d* dB 



+ (-!)'( 



— y* 



d* dB 



— } 



'* df dyV "* df d, 

Nun ist aber 
,.* dT dB dT dB 



df dtf 



df da*P 



dt \{ Xi df- 1 dyP Vi df~ l dx?) 



-jÖc- 1 ) 1 - 1 ^ 



V' **■-» dtf yi df-* daß) + " ' 

4-(—lY(aP — — « (r) — ^ 

dB\ 



i-i/j*-»*-* dB u-i)<T 



-* fl.A) y < 



-Vi 



und es geht somit die Gleichung (3) in 



(5) 



dt 




(-i) 



V 




df~ x dx$ r) 



t / 



^Zi\r< d& r * dww 



' 
— faRt—yiQd — tlfaVli—ttifld *m(*i9mi—9ifmd = ° 

über, oder endlich, wenn nach i von 1 bis n summirt und ferner 
angenommen wird, dass 

6* 
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* V 



w SSfrS-fäd- - 



1 

n 



(7) 2<-** R '-**Q>- m0 > 



1 

n 

(8) ^i*i9ii — yi f*d = °> (f — lA.-,m) 

i 

durch Integration nach t das Flächenprincip 

<r-* dB 



(9) 22(- 1 ) r 2(- 1 )'" 1 



«P-« 



**— * H 



w 



/i— i) ^ d-ff 



= c 



wonw c eine Constante, und die linke Seite dieser Gleichung ein 
IHfferentuüausdruck 2v — V er Ordnung ist. 

Für v = 1 und H = — T — U geht diese Gleichung in 

n 

i 
über, und die geometrische Deutung dieser Gleichung gab dem 
Princip seinen Namen. 

Die durch die Gleichung (6) bedingte Form von H lässt 
sich aber leicht finden, da diese partielle Differentialgleichung 
auf das totale Differentialgleichungsystem führt 



dy? 

4 r > 


&SS • • * 


^SSE 


dtf 


<*4 r > 


sss • • • 


y? 


dy? 

4> 


zsssz • • • 


J^^2I 


dy? 

n 


dxf 

yf 


SS5 • ■ • 


da%> 
JA ' 



dessen Integralfanctionen sich darstellen lassen durch 

(i= 1,2, ...,w; r,s = 0, 1 ; 2,...,1/), 
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so dass alle dem Princip der Flächen für die Coordinaten x 
und y genügenden Formen des kinetischen Potentials durch 

(10) H-FtfF+tfr, *?*%>+&$, a^*p+tf)tf>, sk\ t) 

(i = 1, 2, . . ., »; r, s <=■ 0, 1, 2, . . ., v) 

dargestellt sind. Wir finden somit, 

dass für ein kinetisches Potential der Form (10) für den 
Fall der Gültigkeit der identischen Gleichungen (7) und (8) das 
Princip der Erhaltung der Flächen in der durch die Gleichung 
(9) dargestellten Form gegeben ist. 

Da das kinetische Potential des Weber'schen Gesetzes 
durch den Ausdruck 

gegeben ist, so gilt somit der oben definirte Flächensatz für 
die drei Coordinatenebenen. 

Um das Princip der Flächen für die zweite Form der 
Lagrange'schen Gleichungen herzuleiten, wird man 

d Px dtdpi^ ^ K } de d P p 

mit px resp. p x multipliciren und von einander abziehen, wo- 
nach man erhält 

dH dH ( d dH d dH\ . 

P*Wi~ Px dp*~\ p *di Wx~ Px dtW x ) + t " 

. , 1N / d? dH d v dH\ ^ n 

oder wiederum mit Anwendung der oben entwickelten Be- 
ziehung (4), wenn der Ausdruck für das kinetische Potential 
der Gleichung 



V 



2 

X,* = l,2, •;fl 




\r» dpf * x dp?) 
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identisch genügt, und die äusseren Kräfte der Bedingung unter- 
liegen 

worin die auf x und k bezügliche Summe sich auf alle ver- 
schiedenen Werthezusammenstellungen der Zahlen 1, 2, . . ., ft 
erstreckt, das Princip der Flächen in der Form 

V i 

*-* dH 



2 St-vlft- 1 *- 1 

x,2=l,8,- -,fi 1 1 



J'iT 1 ^ 



•) 



P * *«— « dp? 



= c. 



Multiplicirt man die Gleichungen (1) und (2), in denen 
der Index i durch x ersetzt werden soll, mit yfö und ocfa\ zieht 
dieselben von einander ab und bemerkt, dass 

* J*r Q..(r) *% jtr 



df dy<? "* df 0af> 
— £ \(>Ae) <r ~ 1 dH _ Aq) <r ~ 1 gg \ 



V * dr-" a»w y * df~ 2 dag) ^ 

+(-ir-(^-'>^-^-'g i )} 



^ ; V * aj£> * a«£y 



dH ,„...» dH 



_J_ (_l)r (& +r) 1« _ yfc+r) .£« \ 

so ergiebt sich 
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~ x dH 



»rf» 



Summirt man nunmehr nach x von 1 bis n und macht wieder 
die Annahme, dass 



r(4 ?) ^-^^)=o, 





(<#*.. -iP/y-O (*=l,2,...m) 



ißt, dass also, da die Functionen <p sx und f 8X die Ableitungen 
der Goordinaten nicht enthalten sollten, diese selbst verschwin- 
den müssen, so wird sich unter der Voraussetzung , dass der 
zweite Posten der so umgeformten Gleichung (11) ein voll- 
ständiger nach t genommener Differentialquotient ist oder dass 



(12) 



22d 



aft+fi 21* 



* + "*f) 



d 



ist, eine Integralgleichung ergeben von der Form 



n v r 

(13) .^^r(-iy^l(-iy-^ 

11 1 



df- x d y y 
_ (e+ 2-i) dr ~ l dH 

Vx J4T—X z M (r) 



+ F(t, x 9 , . . „ *»+*-■>, y„ . . ., j*+'- 1 >, *„ . . ,*;-*) = c, 
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worin q <^ v, und welche als eine weitere Verallgemeinerung 
des Princips der Flächen angesehen werden darf. 

Wir können nun zunächst von dem Falle q = absehen, 
weil die Gleichung (12) eine Identität von der Form 



n v 



10 9 * * 

-z i F ( t > x "<>-~> a ?~ 1) > *.>&■■■>*:-*> *.>*.> ■■■>*r l) ) 

n n n 



vir . -^l vir , . . V °* m i ^io* > , 

erfordern würde, welche in der Mechanik wägbarer Massen, 
also für v = 1, wenn 

n 



2 

1 



gesetzt wird, in 

\i/ du dü\ 



i 

dF , y^dF , , s?dF , , ^ dF , 



dt ^ j£j Tdx"*^j£J d y v* T ^j "dz. 



überginge und somit nicht identisch befriedigt werden könnte, 
wenn nicht F eine Gonstante ist, so dass diese Gleichung in 
die frühere Bedingungsgleichung (6) übergeht. Wollen wir 
also eine Ausdehnung des oben entwickelten Princips der 
Flächen suchen, welche auch für die Mechanik wägbarer Massen 
Integrale liefern kann, so wird ^1 zu setzen sein. 

Für q = 1 würde die Frage entstehen, wann der Gleichung 
(12) gemäss die Beziehung 
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oder 



(U) Sll( x '?B- V ' d -X\4-(x" d -^-v" 8 -^\ 



+ 



+(^"§-^m 



dF , ^ I dF , , dF „ , , dF 



= w+2 i {w/* + w* + --- + ^ +1) 



+ dF f , dF ff , , dF /-. i i\ 

. dF , , dF „ . , dF M 

+w/* + w x e * + --- + j^ ! V 

X 

identisch befriedigt werden kann. 

Da H die Ableitungen der Coordinaten nur bis zur t/ ten 
Ordnung hin enthält, so kann (14) nur identisch erfüllt werden, 

wenn 

dF dH , dF dH 

und 



dx& dyM dy™ dx^ } 

F also der reelle und H der von i befreite imaginäre Theil 
einer Function von #£) -(- yM i ist, und es müsste F weiter 
noch der Bedingung unterworfen werden, der Gleichung * (14) 
zu genügen, nachdem die in x^+V und j/^ r+1) linearen Posten 
auf beiden Seiten derselben fortgelassen sind. Um diese Glei- 
chung zu befriedigen, ist es offenbar hinreichend, wenn all- 
gemein für r = 0, 1, 2, ... v und x = 1, 2, . . . n 
nx\ dF _ dH A dF _ dH 

(1Ö) d^>~d£> ^ dtf~~dxf 

und 

ist. Da aber F die Ableitungen von z x nur bis zur v — l ten 
Ordnung hin enthält, so verlangt die Gleichung (16), dass 

und danach wieder — ; — ^ =...== ^— = -^— = 



dz (j-l) — dz iy-2) d Zx dt 
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ist, es muss also F von t,z x9 js£, . . ., jsK*— *) unabhängig sein 

und somit dasselbe nach den Gleichungen (15) für die partiellen 
Differentialquotienten von H nach x x , y x und deren Ableitungen 
stattfinden, so dass sich unter der Annahme der hinreichenden 
Bedingungen (15), die wiederum durch Functionen complexer 
Variabein befriedigt werden, für F und H die Formen ergeben 

1 = i{f( x * + y**> x * + y* •» • • •> x * v) + & •) 

+f(x*— y*i, x'x—y'*i, • • -, a*—*/?*)} , 

(17) IT= i {/•(*„ + jm, a£ + yi i, . . ., «M + j£» <) 

—f{x*—y»i, x'x—y'xi, • • •, «*'— y» ) *)} 

worin /* und f t beliebige reelle Functionen ihrer Argumente 
bedeuten. 

Für die durch (17) dargestellte Form des kinetischen Potentials 
ist also die Erweiterung des Prinäps der Flächen durch die 
Gleichung 



äs) 2^(-i)-2MM^^-* 



gegeben*). 



T ~ x dH m d r - x dH 
+ F=C 



// . '/ 



*) So wird z. B., wenn 

+ *VV , + V«iV. 

also 

*• - y {(*i+y.»') , (V+y."* - ) - <*'+*'•) «+*"•> 
+ («k-ük*)* (V-y."0 - «-y,'»')(V-y,"*') , } 
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Aehnlich kann man die Bedingungen für das kinetische 
Potential untersuchen, wenn q = 2, 3, . . ., v angenommen wird. 
Es ist leicht zu sehen, dass die erste für das Flächenprincip 
gefundene Form (9) in den jetzt aufgestellten Integralglei- 
chungen (13) nicht enthalten sein kann. 



§ IL 

Das erweiterte Princip von der Erhaltung der Bewegung des 

Schwerpunktes. 

Unter der Voraussetzung dass, wenn die Zwangsbedingungen 
des Problems in endlicher Form gegeben sind, diese nur von 
den Differenzen gleichartiger Coordinaten abhängen sollen, also 

8x x = 8x 3 = • • • = 8x n = p, 8y 1 = 8 y % = - • • = 8y n = q, 

8z x = 8# 2 = • • • = 8z n = r, 

worin p, q, r willkürliche Grössen bedeuten, als virtuelle Ver- 
rückungen betrachtet werden dürfen, oder dass in den La- 
grange'schen Gleichungen der ersten Form 

n n n 

2fn=°0> 2<Pki = <>, 2^ = (*-l,2,...,») 

111 

ist, gehen aus den Gleichungen (6) des § 4. die Beziehungen 
hervor 



gesetzt wird, die Gleichung 

s 2 




(afr+D IE _ >+D 1E\- *E 
\* a«M y * da&) dt ' 



wie unmittelbar zu sehen, identisch befriedigt, und die Integralgleichung 
(18) lautet dann 

2 V(y.'y.'-*.'*.') + 2y,"'(*,'y.'+y.X') + **"<*,'*"-*'*»") 
+ av&.'v."-«) + »««»" *-*"') - ±y,'*,"y." 

+ ix t '(x 1 x 1 '—y 1 y 1 ') — *y i '(x l y 1 '+if 1 x l ') = C. 
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(i) 



yd_E_± y\dH,,, iy dr_ yi^_y iQ 



dt' ■*? Zxf 






T 1 ^ 



<*<* "V »«' 



n 






Sei nun 2^ eine beliebige Function von t 9 |, £', . . ., £ (v) , 
V> V> - - -> rf v) > t) £>•-•> & v \ worin £, 17, g zunächst noch will- 
kürliche Functionen von resp. [x lf ...,x n ] y 19 ...,y n ] z ly ... y z n 
sein sollen, so folgt aus Gleichung (10) des Hülfsatzes 2. 



( 



dt dt de i tK > dt v a«w/ 0*, 



und durch Summation nach i von 1 bis n 



n 



^ dx. dt^fjdx!^ ^ 'df^da^ 



n 



_/dH L _ d d_H^ (_^v*L_ZMi\ 'SIK 

und die beiden entsprechenden für die anderen Coordinaten, 
so dass sich, wenn die £, 17, % der Bedingung unterworfen 
werden, dass 



n 



n 



» 2Ä-i. 2fc->. 2^-i 

1 » 1 ** 1 » 

oder 

l=x x -) r (o 1 (xi—xx r ..,x n —xx), n=yx+<az(yi—yx,...,y n —yx)> 

% = Zx + «3(^1 #2 , • • • , Zn *l) 

ist, worin X irgend einen der Indices 1, 2, . . ., n und (o l} <ö 2 , ra s 
willkürliche Functionen bedeuten, die Beziehungen ergeben 
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( dH 1 



(3) 



dt ar "i r i. a ; dt v g {W 



n 



n 



a^ 

a?? 



^Lt dx dtsLi dx' t t^ ^ i( ,^, aa .(.) i 

1 * 1 * 1 l 

~Zj dv. dt j£j dv! "1 r v L ' a*Zj *M > 



dy, 



df ^ dy* 



dl 






dt ar 



» 



= Sl^-±y s i^ 



■2 



dz. u ZI dz}' + 
i % i « 



+ (- 



} dt v ^ a*w 



Ist nun das kinetische Potential H von der Form 
(4) H= ff 2 {t,xx + g>x(x x — xx,.. .,x n —xi), 

yx + coi(tfi — yx,.-.,y n — yx), 

Z X + ^3 0*1 — z h •••>** — *l)> 

i — &f Vr — Hif-jlP—lWf 
*r s> r * > y r 8 ) > 

worin H 2 und H z willkürliche Functionen ihrer Argumente sind, 
so "wird einerseits nach (3) 



n 



W s^J dx. dt^J dx! • ' ^ } dty Zj aJr) 



dH, 

dl 



&_ ÖH% , , / a\ v d?_ dH t 

dt dl' \"'\\ X J n* o>M 



dt di 



d? d£ v) 

sein, nebst den entsprechenden für y n z { resp. rj, £ ; anderer- 
seits ist, weil bekanntlich 
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<!?3l-o 5I^5l_o 5^3l-o 

(p = 0,1,2,...,*), 

w ^ dX( dt ^f a*/ t +y L ) dt *^ da ..w 

mit den entsprechenden Gleichungen in den andern Coordinaten, 
so dass sich durch Addition der Gleichungen (5) und (6) 



^i dx. dtjZdx?^ t y x > dt y ^i dx y 



— as~ dt ar" -1 h ^ ; dt y as w ' 



und daher nach (1) die Beziehungen ergeben 



(?) 



ar <** ar~ "• r *■ x ' /*** »*w ~~ ^ v " 



di dt ar ' ' v ' if a|W ^ 



« 



012 d* dn ^ ^ } dt v drf v) ^T 



und die hierin ausgesprochenen Beziehungen, wonach die Glei- 
chungen (7) bestehen, wenn H der Gleichung (4) gemäss dwrch 

H = H 2 + H z 

gegeben ist, und % y r\ } £ dwrcA die Ausdrücke 

^=xx+(o 1 (x 1 — xx,...,x H — xx), ri=yx+(x>t(yi—yx,..->yn—yx) y 

£ = 8Z + ©3 (#1 8z,..-,8 n £*) 

bestimmt sind, sollen das erweiterte Princip von der Erhaltung der 
Bewegung des Schwerpunktes darstellen. 

Setzt man in der Mechanik wägbarer Massen, wenn 
Hm i = M ist, 
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n 

i 

= iir KV + w »< + • • • + m «<y +2w«-^'+- 

so hat, wenn ?7 nur von den Differenzen der Goordinaten ab- 
hängt, das kinetische Potential H = — T — ü die Form (4), 
worin 

h* — iir {(«i«i'H — h^n0 2 + (%y/H — h^y«') 2 

+ K*i'H h*V n ') 2 } 

und 



M 



£ = i( w i*iH h™«*«) 



ist; dann sind aber |, rj, % die Coordinaten des Schwerpunktes, 
dessen Bewegung somit nach (7), da 

^ = - * er + v + n 

wird, den bekannten Gleichungen unterliegt 

*s-i>«.. «&-J*. *s-2*- 

111 

Wir wollen, um eine einfache Anwendung der bisher ent- 
wickelten mechanischen Principien zu geben, zunächst die Be- 
wegung eines von einem festen Centrum nach dem Weber- 
schen Gesetze angezogenen Punktes behandeln, die, wenn das 
Gentrum die Masse m 2 und die Goordinaten # 8 , t/ 2 besitzt, 
während die Goordinaten des beweglichen Punktes von der 
Masse m^ mit x 1} y x bezeichnet werden, durch die Differential- 
gleichungen beschrieben wird 
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"_ ß w d dW \ x i — x * 
miXl ~ \~d7~ ~ dt W) r 

li71 \dr dt er / r 7 

wobei die #y-Ebene durch das Centram und die Richtung der 
Anfangsgeschwindigkeit gelegt und 

r* _ (x t — x^Y + (jf x — y 2 ) 2 

gesetzt ist. Da aus dem Satze von der Erhaltung der 
Energie sich 

%<*? + 30-^(1 -£) = *, 
ferner aus dem Princip der Flachen 

m t {(x ± — x 2 )y x f — fa — y 2 X} = a 
ergiebt, so wird durch Substitution von 

x \ — x 2 = r cos<9 '; Vi — y% = r sin fr, 
wie unmittelbar zu sehen, 



und 



t-\-c = 


j 

1 

a 


l v;V'+ 2 ? 


- ÜT 




: U/T m 


»-\-c 1 = 


1 V'+T? 




/ l/^lAr/Ar-LiM^ 


a % 



dr 



folgen, und daher das Problem auf elliptische Integrale mrück- 
geführt sein. 

Nehmen wir nun aber auch das anziehende Centrum be- 
weglich an, untersuchen also die Bewegung zweier sich nach 
dem Weber'schen Gesetze anziehender freier Punkte, deren 
Anfangsgeschwindigkeiten der Kürze halber in einer Ebene an- 
genommen werden mögen, in welcher sich dann die gesammte 
Bewegung vollzieht, so wird für die 4 Bewegungsgleichungen 
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1X1 ~\dr dtdr'J r > "Uli ~ \dr dt dr ) r > 

*"*** ~\3r dtdr'J r ' ™* y * ~\dr dtdr'J r 

nach dem Obigen das Schwerpunktsprincip gültig und somit 
für dessen durch die Gleichungen 

(m l + m 1 )l = m 1 x 1 -\-m i x %} (m x + m^)ri = m 1 y 1 + m % y i 

definirten Coordinaten 

dt* u > dt* v 

sein, sich daher der Schwerpunkt mit constanter Geschwindig- 
keit auf einer graden Linie fortbewegen. Bezeichnet man nun 
die relativen Coordinaten der beiden Punkte in Bezug auf den 
Schwerpunkt mit jji> 1^, £j, rj 2 , so dass 

li = ^i — l, Vi = yi — v f 1« = ^ — lt y* = yi — y 

ist, so gehen die 4 Bewegungsgleichungen, wenn 

x +**-*; v + %■-**, 

also 

wl -4- m* m* -f- tn. 

und 

»4 + w, 17 »4+m, * 

gesetzt wird, in 

1§1 ~\JÖ7 dtd 9l 'J Ql > lVl ~\dQi dtd 9l 'J Ql > 

* ** ~ \ dg* dt d Qi 'J q % > ™* % — \d 9t dt d 9i 'J 9i 
über, und man findet somit, weil, wenn 

m^k , m 1 k , 

gesetzt wird, 
ist, 

Koenigsberger, Prlncipien d. Mechanik. 7 
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dass für zwei nach dem Weh er' sehen Gesetze sich an- 
ziehende Punkte die Bewegung derselben um den mit constemter 
Geschwindigkeit auf einer graden Linie fortschreitenden Schwer- 
punkt in der Weise vor sich geht, als ob in demselben die Massen 

sich befänden, welche die beiden Massenpunkte m x resp. m 2 nach 
dem Web er 'sehen Gesetze mit den Constanten 

7. tn^k -, tr^k 

k< === • resp. /Ca === ■ 

anziehen. 

§ 12. 

Transformation der erweiterten Lagrange'schen Bewegungs- 
gleichungen in das totale Differentialgleichungsystem von 

Hamilton. 

Sind die äusseren Kräfte P, sämmtlich Null, dann wird 
die zweite Form der Lagrange'schen Bewegungsgleichungen 
lauten 

W ^-Äf +-+(- 1 )-,T^-° <>-«•••.<* 

während die Energie E durch den Ausdruck definirt ist 



(2) 









(3) 



Setzt man nun 



'? 



1? 



,(») — Qqv-i 
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und berechnet aus diesen vy, Gleichungen die vp Grössen 
jpf ) ,l^ +1) , • - .,^ 2y_1) als Functionen von t, ft^/,...,^"^ 
4 a o> $ii> • • '9 %*v— v so wer ^eu sich die pW aus den (i, der 
letzten der Gleichungen (3) entsprechenden Gleichungen nur 
als Functionen von p a , jp/,...,^"" 1 * und j #y _ 1 ergeben, wäh- 
rend die andern, resp. in den Grössen p^+ x \ p (v +*\ . . . ; p (2v "" 1) 
linearen Gleichungen die Werthe derselben als Functionen der 
sämmtlichen eben bezeichneten Grössen liefern, und die Energie, 
welche in den durch (3) eingeführten Grössen q die Form an- 
nimmt 

fi fi fi 



E = H—^fp'^o — 2#«*i 2^ V-i' 



1 



wird, wenn wir die Werthe von E, H und pfr\ in welche 

diese Grössen übergehen nach Substitution der aus dem 
Gleichungsystem (3) berechneten Ausdrücke, mit (E), (fi), 
(pW\ bezeichnen, die Beziehung liefern 



(4) (E) - (H) -2W*. -2K v 2r (*?) v-i • 

11 1 

DifFerentiirt man diese Gleichung partiell nach pf\ worin 
A = 1, 2, . . . , v — 1, so erhalt man 

und da, wenn die Klammern stets die Werthe der eingeklam- 
merten Ausdrücke nach Anwendung der oben angegebenen 
Substitutionen bezeichnen sollen, 

g(H) _ (dH\ ^JdH\ d(p { ?) /dH\ ^ o d Mln 
ist, die Beziehung 

7* 
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oder da 

dH d dH . , / 1V _ 2 d"- x dH _ 

dpf ~dt dtf+v "•" " " ■+" ^ l) df-> dtf> ~ q ' x ~ x 

und daher 

( dH \ _ i /*_ f ag — — ^ g i 

+(-i)-'-^s^]) 

ist, die Gleichung 



8*f> 



d« 



(A = l, 2,. ..,*-!), 



während ; wenn die Gleichung (4) nach p $ differentiirt wird, 
nur der Posten q,z—i aus den früheren Gleichungen heraus- 
fällt, und die Beziehung 

d(E) = /ag\ 

dp 9 \dpj 

vermöge der Lagrange'schen Gleichungen (1) in 

d(E)_dq i 
dP 9 ~ dt 

übergeht, so dass sich v Gleichungen der Form ergeben 
(») ff = ^T (A = 0,l,2,. ..,*-!). 

Da ferner nach (4) 

ist, so ergiebt sich wegen der Identität des ersten und dritten 
Postens der rechten Seite 



i 
i . 
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m d{E)_ d PJ Z) 

W dq, x ~ dt r 

und man erhält somit nach (5) und (6) 

das Hamilton' sehe totale Differentialgleichungsystem von 
v - (i Differentialgleichungen erster Ordwmg, welches für den Fall, 
dass die äussern Kräfte sämmtlich Null sind, den Lagrange- 
schen Bewegungsgleichungen äquivalent ist, in der Form 

V' dt ~ dp W > dt ~ dq, x 

(X = 0, 1, 2, . . . , v — 1 ; s = 1, 2 9 . . . , p), 

worin (E) den durch (2) definirten Werfh der Energie bedeutet, 
wenn in derselben die aus den Gleichungen (3) entnommenen 
Werthe von pW, p% +1) , . . -jjpjj*"" 1 * (ds Functionen von t, p 9 , 
P 9 > • • -fP^^f Q 9 o> $8i> ' ' •> ä«*_ i (^gedrückt eingesetzt werden. 
Für den Fall, dass das kinetische Potential nur die ersten 
Ableitungen der Coordinaten enthält, gehen, wie unmittelbar 
zu sehen, die Hamilton'schen Differentialgleichungen in das 
System der 2ft simultanen Differentialgleichungen über 

<^ = d(J57) dp 8 d( ß) 

dt dp 9 ' dt dq t0 > 

worin (E) den Ausdruck 

i 
darstellt, wenn in denselben für p\ die aus den \i Gleichungen 



dp' Q 



= 2qo 



sich ergebenden Werthe als Functionen von t, p s ,q 8 o ausgedrückt 
eingesetzt werden. Ist wiederum die actuelle von der poten- 
tiellen Energie getrennt, also H = — T — U y so geht die 
letzte Gleichung in die ft in p'i,p*, . . ., IV linearen Gleichungen 

dT 



W 9 



= 2?o 
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über, wobei 

E=T— U 
ist. 

Aus der Form der Differentialgleichungen (7) ist un- 
mittelbar ersichtlich, 

dass auch der Multiplicator des erweiterten Hamilton' sehen 
Systems eine Constante ist, wnd daher der bekannte JacobVsche 
Satz vom letzten Multiplicator seine Gültigkeit behält, 

und ebenso zeigt der Poisson'sche Satz für das Differen- 
tialgleichungsystem (7), 

dass, wenn 
und 

zwei Integralfunctionen des Differentialgleichungsystems (7) 
sind, der Ausdruck 



^T %7T I dtp dty d<p dty I 



jLmJ ^j 



1 



ebenfalls eine Integralfanction jener Differentialgleichung dar- 
stellt. 

Es mag endlich noch ein Satz über die Natur der Inte- 
grale der erweiterten Hamilton 'sehen Bewegungsgleichungen 
hinzugefügt werden. 

Sei das kinetische Potential H x eine algebraische Function 
von t,p 9 ,p 9 \ . . ., pW, welche der Gleichung genügen möge 

(8) JF + r t («, A , jp/, • • -, A W) H*-* + . . . 

+ r*(t,p„p;, •••,j>M)«0, 

worin fi } T %9 . . . 9 rs rationale Functionen der eingeschlossenen 
Grössen bedeuten, so sind die Ableitungen beliebiger Ordnung 
von H x nach den Coordinaten und deren nach der Zeit ge- 
nommenen Ableitungen rationale Functionen eben dieser Grössen 
und von H ± selbst, und es können somit die Gleichungen (3) 
in die Form gesetzt werden 
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(9) 



f **o (t,Et,p a ,P a ', . . ., pf—V) = <? ? o 

R Q t (t,n 1 ,P;P:,--.,pP 1 '- v )-g*i 



worin B^o > • ■ ■ j -Rf*— i rationale Functionen der eingeschlossenen 
Grössen bedeuten, von denen die erste in p^ v ~ 1 \ die zweite 
in pf 2v ~ 2 \ . . ., die vorletzte in p/ v+1 > linear ist. Die Elimi- 
nation der (i + 1 Grössen #M und H x zwischen den ft + 2 
Gleichungen: (8) für H= H lf den p Gleichungen 

E^-i («, R 17 p 9 ,p;, . . ., ^ W) = ^*-i 
und der Gleichung 

(10) ^ = H t —^}p 9 f q Q o —]>}pi"q 9 i r2 p * {v) **- 1 ' 

11 1 

worin E 1 den vermöge der Gleichung (2) dem H ± eindeutig 
entsprechenden Werth voij E bezeichnet, liefert (E t ) als Lösung 
der algebraischen Gleichung 

(11) (fy+täp^p/,...^-*),^^ 

+ ^i ? *?i ) /r"^ (l "' 1) ?S«0,ftl,."^*»'-l) = 0, 

worin ti, . . ., r^ rationale Functionen der eingeschlossenen 
Grössen bedeuten. Werde nun die Gleichung (11) als irre- 
ductibel mit Adjungirung der Grössen t f p §} p 9 ' 9 . . ., pf"-* 1 ), 
q*o, qti, • >, q$v—i vorausgesetzt — weil wir sonst denjenigen 
irreductibeln Factor derselben, welcher die Lösung (E t ) besitzt, 
statt der Gleichung (11) substituiren würden — und werde 
angenommen, dass das Hamilton' sehe Differentialgleichung- 
system (7), worin E durch E t zu ersetzen ist, ein algebraisches 
Integral 

«>i(t,PM>P.'> • • ■> Ä ( " _1) ; 2,o>2fi> • • •> fc*-i) = « 
besitzt, worin a eine willkürliche Gonstante bedeutet, und die 
Integralfunction a t die Lösung einer mit Adjungirung von 
(E t ), t, p 9 , p 8 ', . . ., ps^-V, q i0 , 2,i, . . ., q iV -i irreductibeln 
Gleichung 
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(12) aP+f 1 ((fy,t,p.,p i \...,pJ^Q f fto,ff.i,...,ff.^i)»" , - 1 + - 
+f m ((E 1 ),t,p„p 9 ',...,pJ v - 1 \ q,o,q*i, ...,^v~i) = 

sein mag, in welcher /i, . . ., f m rationale Functionen der ein- 
geschlossenen Grössen darstellen. 

Da nun nach der Definition einer Integralfunction ver- 
möge (7) die Gleichung 

n*\ d"i V 3«>i d(E t ) ^t dw x d(E t ) 

W 'dt Z 8 dp 9 d u Z' d P ' s dq 9l 



1 " 1 



-2 



dw 1 c(E x ) 






1 1 



^f a «—i a ^" } 



identisch befriedigt sein muss, die partieUen Differential- 
quotienten von (E t ) aber nach Gleichung (11) sich rational 
durch (E t ) und die anderen in den Coefficienten dieser 
Gleichung vorkommenden Grössen ausdrücken lassen, und so- 
mit auch die partiellen Differentialquotienten von (o x nach (12) 
rationale Functionen von 

©i, (Ex), t,p s ,p,', . . .,l>, (, '"" 1) , &o, fti, • • -i <l"-i 

sein werden, so wird (13) in eine mit der Gleichung (12) 
gleichartige Gleichung in co übergehen, welche ebenfalls durch 
o 1 befriedigt wird, und somit aus der Irreductibilität von (12) 
folgen, dass alle Lösungen dieser letzteren auch der Gleichung 
(13) genügen, somit auch Integralfunctionen des Hamilton'- 
schen Differentialgleichungsystems sein werden. Daraus folgt 
aber, dass, weil dann 

dco 1 da>2 d(o m 

~dt> ~ät y ' ' ' y ~df 
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mit Benutzung dieser Differentialgleichungen identisch ver- 
schwinden müssen, entweder /i, f 2 , . . ., f m selbst Integral- 
functionen des Systems sein werden oder m = 1 ist, und wir 
finden somit, dass eine algebraische Integralfundion des Hamil- 
ton' sehen Differentialgleichungsystems entweder selbst rational 

™* (ßdyhP^Pii-.-jP?-**, q,o,Q,i,-,Q,v-i zusammen- 
gesetzt ist, oder eine algebraische Zusammensetzung solcher ratio- 
naler Integralfwnetionen bildet. 

Ersetzt man nunmehr in diesen rationalen Integralfunc- 
tionen die Grössen q i0 , q sl , . . ., q $v -i durch die in den 
Gleichungen (9) gegebenen rationalen Functionen, so geht 
(E t ) in E t über, welches nach (2) wiederum rational durch 
H\y tjPifPs'f - • -j P® v ~~ x) ausdrückbar ist, und es ergiebt sich 
somit das nachstehende Theorem: 

Ist das kinetische Potential eine algebraische Function der 
Zeit, der Coordinaten und deren nach der Zeit genommenen 
Ableitungen bis zur v Un Ordmmg hin, und besitzt das Hamil- 
ton'sche Differentialgleichungsystem eine algebraische Integral- 
funetion, so ist dieselbe entweder selbst eine rationale Function 
des kinetischen Potentials, der Zeit, der Coordinaten und deren 
nach der Zeit genommenen Ableitungen bis zwr 2v — \ Un Ord- 
nung hm oder eine algebraische Zusammensetzung solcher ratio- 
nalen Functionen, 

und ebenso, wie sich leicht zeigen lässt, die entsprechenden 
Sätze, wenn das kinetische Potential Logarithmen mit alge- 
braischen Logarithmanden enthält oder Abel' sehe Integrale 
einschliesst, deren obere Grenzen algebraische Functionen der 
eben bezeichneten Grössen sind, für die Logarithmanden und 
die oberen Integralgrenzen. 

§ 13. 

Die erweiterte Hamilton'sche partielle Differentialgleichung. 

Nehmen wir wiederum an, dass die äusseren Kräfte 
sämmtlich verschwinden, so ergeben sich die allgemeinen Inte- 
grale des totalen Differentialgleichungsystems 
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dq, diß) d^ d(E) d %v _ x d(E) 



dt dp,' dt dp' 9 > > dt dp?-"' 

dp, diß) dp' 9 d{E) dp?-" d(E) 

~dT = ~~du' ~df = ~'d%l> '"> ~2r~ = ~~dq^T 1 

nach einem bekannten Satze von Jacob i aus dem voll- 
ständigen Integrale derjenigen partiellen Differentialgleichung 
erster Ordnung, die man erhält, wenn man in dem Ausdrucke 
(E)> welcher als Function von t,p a ,p t ', . . ^p»^—", g,o, <fci, • • <l»v—i 
dargestellt ist, statt der Grössen q sk die partiellen Differential- 

dV 
quotienten — ^ substituirt, und 

dp™ 

W dt ■+■ \*\Pm>P.> • vA , g ft , dp , > , dp i : -i))J u 

setzt. 

Da aber, wenn die aus der letzten der Gleichungen (3) 
des § 12. sich ergebenden Werthe von pW durch 

4 r) =« P (M'.,i';,---^- i) ,*.,_ 1 ) 

bezeichnet werden, nach der Gleichung (4) des § 12. 

f* A* A* 

(E) = (ff) —^}p Q q Q0 —^}p^q Ql J^H*" 1 ' V-2 

11 i 

— 2 ra e C' p " *•> • • •' # -1) ' 2 "-0 V-* 

1 

ist, so geht die partielle Differenti(dgleichtmg (1) iw 

(2) |f + j(«,Ä,A..,i»r ,) » *.fa&--*#-*>jßs)) 






1 



t -f • ^- s) 



-2 % (<> ä» p:» • • -.tf-*. ^pi)) ^p; = ° 
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über mit der abhängigen Variabein V und den fiv -J- 1 unab- 
hängigen Variabein 

welche die Hamilton' sehe partielle Differentialgleichung genannt 
wird. 

Kennt man nun das fti/ -f- 1 willkürliche Constanten ent- 
haltende vollständige Integral dieser partiellen Differentialglei- 
chung, von denen eine additiv ist, während die anderen mit 
a u a 2> • • •? a pv hezeichnet werden mögen, so erhalt man be- 
kanntlich die Auflösungen des totalen Hamilton 9 sehen Dif- 
ferentialgleichtmgsystems, indem man aus den Gleichungen 

II—* H — R dV —A 

in welchen ß ly ß 2 , . . ., ß^ ein System von (iv wiederum willr 
MHichen Constanten bedeuten, 

Px>Pv • • ;Pp, P'u • • -,P'n> • • -ftf-**, • • ^P^~ 1] 

als Functionen von t imd den 2(iv Constanten da/r stellt 

Für den Fall, dass das kinetische Potential nwr die ersten 
Äbleiümgen der Coordinaten enthalt, geht die partielle Differen- 
tialgleichung in 



dV 
dt 



i - * 



über, wenn die Auflösungen der Gleichungen 

dH 



dp' q 
mit 



Qqo (p — l,2,...,p) 



p Q = a> Q (t,p s ,q 80 ) 

bezeichnet werden. Sei nu/n für die Mechanik wägbarer Massen 
bei trennbarer adueller und potentieller Energie 

H = — T—ü, 

und nehmen wir an, dass die Bedmgungsgleichungen die Zeit t 
nicht explicite enthalten, so dass T eine homogene Function 
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zweiten Grades von p[, p%, . . . f p'p wird, deren Coefficienten 
Functionen der Coordinaten selbst sind, so wird, wenn die aus 

der Gleichung 

dT 

sich ergebenden Werthe von p Q durch 

p 9 = a> Q (p, , q 90 ) = B Q i q t0 + B Q * g 2 o + h B 9fl ft«*o 

dargestellt werden, worin B Ql , . . ., B Qfl Functionen von pi,. . } Pn 
sind, die partielle IHfferentialgleichung y wie unmittelbar zu sehen, 
die Farm annehmen 

Enthalt die lebendige Kraft nur die Quadrate der ersten 
Ableitungen der Coordinaten, ist also 

1 

so geht hierwich die partielle Hamilton'sche Differentialglei- 
chung in 

dv 



+i2kffi-"-« 



9« , ,-,,. 



vlber. 



§ 14. 

Helmholtz's Princip der verborgenen Bewegung in der 
Mechanik wägbarer Massen, nnd Anwendung desselben auf 

die Bewegung dreier Punkte. 

Helmholtz hat in seiner Arbeit „über die physikalische 
Bedeutung des Princips der kleinsten Wirkung" zwei Fälle von 
Bewegungsgleichungen hervorgehoben, in denen eine wesent- 
liehe Verminderung in der Anzahl der Coordinaten eintritt, 
und zwar nicht dadurch, dass, wie gewöhnlich, die Bewegungs- 
freiheit des Systems durch feste Verbindungen eingeschränkt 
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ist, die sich durch Gleichungen zwischen den Coordinaten aus- 
drücken, sondern durch die specielle Eigenschaft des kinetischen 
Potentials und die Natur der Lagrange 'sehen Bewegungsglei- 
chungen. Zunächst nimmt er an, dass das kinetische Potential 

H T— U, 

worin T die lebendige Kraft und U die Kräftefunction be- 
deutet, von einer Anzahl der von einander unabhängigen 
Coordinaten p lf p iy . . ..^ frei ist, so dass, wenn diese — um 
gleich hier Bezeichnungen zu gebrauchen, die im Folgenden 
beibehalten werden sollen — mit p ly p 2 , . ..,Pq bezeichnet werden, 
die zugehörigen Lagrange 'sehen Gleichungen 

dp r dtdp' r ~ rr > 

wenn ausserdem P r = angenommen wird, in 

d dH 



dt dp' 



(r=l,2,. ..,«>) 



übergehen, während sich die andern Bewegungsgleichungen in 
der Form 

dH d dH r« / 1 o \ 

darstellen, wenn 

ist. Wenn nun aus den q Gleichungen 

dH_ 

d P ' r - c " 

in denen die Grössen c r Integrationsconstanten bedeuten, 
Pi>P'%> - • ->Pq durch p lf . . ., p a , pi, . . .. pa ausgedrückt und in 
die andern Bewegungsgleichungen eingesetzt werden, so folgt, 
weil mit Beibehaltung der früheren Bezeichnungen 
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ist, dass diese letzteren, von den p r und p r freien 6 Glei- 
chungen, wenn " 

$ = (ff) — Cl (j9i) — Ci(pi) C ? (^) 

gesetzt wird, worin die eingeklammerten Grössen wieder die 
Werthe nach Vollzug der Substitution bezeichnen sollen, in 

übergehen, also die Lagrange'sche Form für ein kinetisches 
Potential erster Ordnung und somit auch die Gültigkeit des 
Hamilton'schen Princips erhalten bleibt. Dass in diesem 
Falle die Energie sich nicht ändert, ist in der Mechanik wag- 
barer Massen selbstverständlich, kann aber auch für die all- 
gemeinen kinetischen Potentiale erster Ordnung analytisch un- 
mittelbar eingesehen werden; da nämlich 



® = $-^P 



c. 



und 

d^_HSl—r d -^l—r d ^il— —r d JH$ 

Wi ~ 8*1 l Wx * Wl '" * Kl 

- (*E\ 4. (IE\ d JK> _l (*E\ W) j , d M) 

»« " " W 
ist, so folgt 

er 

«-(Ä)-*(rf)-*(rf) <*(*0-J2#-ßf), 

1 
wahrend sich aus 

tp TT >dH ,dH.dH ., dH 

E = H-p 1Wi p Q — - Pl — p a — 

nach erfolgter Substitution 

a 

i 
also 
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ergiebt. 

Aber das kinetische Potential $Q wird jetzt auch in der 
Mechanik wägbarer Massen, da die Substitutionsgleichungen 
die Grössen p' r und p' g in der ersten Dimension enthalten, in den 
& nicht bloss von der zweiten Dimension sein sondern auch 
Glieder ersten Grades einschliessen — und dieser in der Mechanik 
wägbarer Massen gegebenen Analogie gemäss nennt Helmholtz 
auch andere Fälle physikalischer Vorgänge, in denen das 
kinetische Potential auch Glieder, die in den Geschwindigkeiten 
linear sind, enthält, Fätte mit verborgener Bewegimg, um an- 
zudeuten, dass diese physikalischen Vorgänge zu Stande kommen 
können als Bewegungen wägbarer Massen, yon denen einige 
nicht sichtbar sind, und deren Einfluss dem algebraischen 
Eliminationsprocesse entspricht. 

Bevor nun dieses Princip auf die allgemeinen kinetischen 
Potentiale erster Ordnung ausgedehnt und der Weg für die 
Erweiterung dieser Theorie auf Potentiale beliebiger Ordnung 
Torgezeichnet wird, soll die Anwendung und Bedeutung der- 
selben zunächst für den einfachsten Fall der verborgenen Be- 
wegung und zwar für einen Punkt, der auf einer Fläche zu 
bleiben gezwungen ist, erörtert werden. 

Sei die Gleichung der Fläche 

* — F{x 9 y) 9 
so wird das kinetische Potential 

in den freien Coordinaten x und y die Form annehmen 

— Ulf" -"■fr»- *% 

und wenn die Annahme gemacht werden soll, dass H die 
Variable x nicht enthält, 
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ff - FxV), ff - F % (y), U(x, y, F) = V(y) 
sein müssen, und somit, da 

^-JW-^-O, also * lö ,)-. 

ist, worin x eine Gonstante bedeutet, die nothwendige Form 
des kinetischen Potentials 

ä— f- *'»(i+**) - f y^i+^ 1 <^-iiMc.F 1 k)*y-r(y) 

sein, während die Gleichung der Fläche durch 

s = xx+J*F i (y)dy 

gegeben ist, also eine Cylinderfläche definirt, deren erzeugende 
Gerade parallel ist der in der XZ- Ebene durch den Anfangs- 
punkt gehenden Geraden x = 2, und U und V durch die 

Ausdrücke gegeben sind 

ü= (*—xx—J*Fi(t/)dy) m^x, y, e) + ra 2 (#— xx, y), 
y(y) = *i(fF % (y)dy,y), 

in denen o 1 und a> 2 willkürliche Functionen bedeuten. 

Da nun die zur Variabein x gehörige Lagrange'sche 
Gleichung 

dx dt dx' y 

weil -w— = ist, die Beziehung liefert 

x?(l + x*) + xy'F i (i,) = c oder rf-^jq^ (c—xy'F^)), 

worin c eine Integrationsconstante bedeutet, so wird die Sub- 
stitution dieses Werthes von x' in die zweite Lagrange'sche 
Gleichung wieder eine solche von der Form 

d& d d§ _ ™ 

dy dt dy ^ 

liefern, worin das kinetische Potential definirt ist durch 
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m 



* = 2(1^0 {y' i ^+F i (lf) i +^) + 2 X cy'F i (y) + 3c»} , 

und es wird sich somit das Bild des sich bewegenden Punktes 
auf der Y-Axe so bewegen, als ob es selbständig durch das 
kinetische Potential $ getrieben würde, welches nur von y und y 
abhängt, aber auch y in der ersten Potenz erdhalt 

Um nun die Bedeutung des Helmholtz 'sehen Princips 
noch klarer hervortreten zu lassen, wollen wir die Bewegung 
dreier materieller Punkte mit den Massen m 1 ,m 2y m z betrachten, 
deren Coordinaten der Bedingungsgleichung unterliegen 

(1) *i = ffaf Vi, **, V» *i, #8; V*> h)f 

und deren innere Kräfte durch eine Kräftefunction 

Ufa, Vi, *i, **> &, %, %, y*> **) 

gegeben sein mögen. 

Da das kinetische Potential 



H T-U %(z 1 "+9 1 ' t +M l ")-±(z a '»+ ¥t "+, t '') 



m, 



-W+*"+0-tf 



vermöge der Beziehung (1) die Form annimmt 



(2) 



'*--*( i +($> ,, -*( i +(Ä)>" 

- 4-("»+«i (^)')< i -4 («•+*•» (§£f) y* 



/iA*W»_ 



na«JV'~"K ,vH,1 fa))*' 



2 



2 



2 



m, 



df df 



t t 



— Ufa, yi> f, *%> y»> *t> **, y s > h), 



t t 



df_ d£ 
Ml dx 1 dx t x * x * 



so folgt, dass, wenn dasselbe von den Coordinaten x t und y ± 
unabhängig sein soll, eben dies für die Coefficienten aller Ab- 
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leitungen der Goordinaten der Fall sein muss, und daher zu- 
nächst, wenn — - und -^- von x t und y x unabhängig sind, 

f=x 1 <p(xi, y %} z„ s 8 , y s , * 8 ) + y^fa, y„ z 9 , x^ y z , * 3 ) 

wonach, da auch -^- , -^- , -^- , • • • von x x und y x frei sein 

Gestalt hat 

(3) z x — a&i + 6^ + aifo, y %} # t , x z , y 8 , * 8 ), 

worin a und 6 Constanten bedeuten, und das kinetische Potential 
(H f (1+a'K"- f (1+W 



(4) 



2 



-T( m »+ m i(ä^))^ 



doa 



da> 



m 1 abx 1 y^—rn^ ^ x x 'x % — w t a ~ <&'+■ 






f . / 



W 



1 0# 8 W% 



x %y% U(x lf y 19 f,x if y 29 z 2y x^y i} z z ) 



wird. 

Da nun aber auch der letztere Theil U von x 1 und y x frei 
sein soll, so ist aus (3) ersichtlich, dass U die Form haben 
muss 

U^(z 1 —ax 1 —by 1 —(o)I 1 (x u y u z 19 x i ,y i ,z 2} x s> y 3 ,z i ) 

+ F(z x —ax x — by x , # 2 ,y 2 ,s 2 , x^y^zj, 

und es werden sodann die zu den Coordinaten x x und y x ge- 
hörigen Lagrange 'sehen Gleichungen die Gestalt annehmen 



(5) { 
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d dH A , d dH n 

Ti ö — * = U und ^7 q— ? = U > 
dt cx x dt cy x ' 

oder wie leicht zu sehen, wenn c t und c 2 Integrationsconstanten 
bedeuten, 

(l+a*)x 1 ' + aby t f = c x —a-^, 



a6V+(l+6 2 )y/=^-&4f^ 



woraus sich 



(6) 



(l + a^b^x 1 ' = c 1 (l+b^-c a ab-a^ r} 



(1 + a * + &)*' — — CLüb + Ciil + aV — b 



dt 

dco 
~dt 



ergiebt. Setzt man die hieraus folgenden Werthe von x t ' und 
y/ in die sechs weiteren Bewegungsgleichungen, für welche 
sämmtliche äusseren Kräfte gleich Null angenommen werden, 
ein, so ergiebt sich unter der früher hervorgehobenen Be- 
deutung der eingeklammerten Ausdrücke z. B. aus der ersten 
dieser 

\dxj dt \dxj "' 

oder da 

d(H) _ /d_H\ , ( dH \ dx x ' idü\ dy(_ 

dx t \dxj "•" \dx x ') dx~ "T- \ dyi >) d x t 

/dH\ . a< , dy x ' 

8(fl) _ /a.ff \ . / a# \ av , /ag\ dy t ' 
dx % * ~ \dx\ r j "+" W// a< "+" [dys) ä< 

/dH\ . a< . ay/ 

ist, wenn 

(7) £ = (J5T) — c^^/- ^«ilf/ 

gesetzt wird, wieder die Lagrange 'sehe Form 

/o\ a$_ _^_ _a#_ a 

8* 
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und ebenso für dasselbe kinetische Potential S) die anderen 
fünf BewegnBgsgleichungen. 

Eine leichte Rechnung ergiebt durch Einsetzen der Werthe 
von x t ' und y t ' aus (6) in (7) fär das nun entstehende kine- 
tische Potential die einfache Form 

ä W4 /^ Ö) \ , _L. ac 1 -\-bc 9 dm 

V 2 (1 + a 1 + 6«) \dt) ' mi l + a* + &« ~dt 



(9) 



2(l + a , + fe l ) \dt/ ' ""1 1 + a* + &* d* 
_ 3 ^ c 1 \l + b*)^2ab c l c 9 + c t »(l+a») 

-^(**' 2 +y,' 2 +0 
— ^ fo' 2 + Vs* + O — -^to **> &> **> ^7 y 8 > *s)> 



und wir finden somit, dass die notwendige und hinreichende 
Bedingung dafür, dass für die Bewegung von drei materiellen 
Punkten, deren Coordinaten einer Bedingungsgleichung unter- 
liegen, von den acht Bewegungsgleichungen zwei in vollständige 
nach der Zeit genommene Itiffermtialquotienten übergehen, oder, 
was damit identisch ist, das kinetische Potential von zwei der 
acht Coordinaten unabhängig sei, die ist, dass die Bedingungs- 
gleichung die Form hat 

z t = ax t + by ± + <o, 

worin a und b Constanten, und o nur von x % ,y 2 ,z % , x 3 ,y i ,z i 
abhängt, während die Kräftefunction die Gestalt besitzt 

U=(z 1 — ax x — by x — cd) F x (x t , y u z x ,x % , y % , z 2 , x s , y z , z % ) 

+ F(z 1 — ax 1 — by lf x % , y 2 , z 2 , x z , y $ , * s ); 

in diesem Falle nehmen die sechs Bewegungsgleichungen für die 
Coordinaten x i7 y 2 , z i} x z , y 3 , z s wieder die Lagrange'sche 
Form für das durch die Gleichung (9) gegebene kinetische Po- 
tential !q an. 

Die oben gefundene Form der Kräftefunction bedingt 
offenbar, wenn F x = angenommen wird, dass, weil 

■y- &F -y BF -, 

1 d(z 1 — ax 1 — by 1 ) > 1 d(z l —ax l — byj > 

Z = dF 

1 d(z l — ax 1 ^by l ) 
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ist, die Richtung der auf den Punkt m t wirkenden Kraft con- 
stant ist. 

Wir wollen nun die Frage nach den notwendigen und 
hinreichenden Bedingungen dafür aufwerfen, dass das kine- 
tische Potential die Form hat 

(io)$=-^-« 8 +y,' 2 +0-^« !, +y s ' 8 +V , )-^,0, 

worin W eine beliebig gegebene Function von r und /, und 

r* = {x 2 — x 3 ) % + (y 2 — y,) 2 + (* 2 — * 8 ) 2 

ist. Aus dem Werthe (9) ergiebt sich zunächst, dass W(r, /) 
nur eine ganze Function zweiten Grades von r von der Form 

(11) TT= <p (r) + *(r) % + *(r) (jff 

sein kann, und somit 

( 12 ) *•(') gf) = g(1 +%+»») ©' 

und 

/^ ON / N dr ac. 4- bc. da 

( 13 ) ViW di ™1 l+a> + b> -dt' 

Nun folgt aber aus der Gleichung (12) 



ÖJ 



- V^^SfV^'r, 



so dass sich bei willkürlicher Wahl von (p t (r) aus (13) für 
(p 1 (r) die Bestimmung ergiebt 



9i(r) — — ( ac i + fcc ») Kr+SfT'^W' 

während g> (p) durch den Ausdruck charakterisirt ist 

+ F{a, x t , y if z t , x t , y t , z s ), 
aus welchem sich 

F (yW±£_±n Jy^ {7) dr> x%f yi} ^ Xs> ^ ^ 
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als Function von r, und somit nach (5) die Kräftefunction in 
der Form ergiebt 

g - fr - ax t - b Vl - ]/ 2(1 +;' + *> f]fc® dr) X 

^ifo» Vi> Z\> x t> Vn *j> x *> Va> *s) + F ( z i — ax i — h Vi> r )> 
während die Coordinaten der Bedingung unterliegen 

*, - ax x + b Vl + y^±Z±3j'y^(r) dr . 

Wir finden somit, dass die nothwendige und hinreichende 
Bedingung dafür, dass für die Bewegung von drei materiellen 
Punkten m t , m % , m s , deren Coordinaten einer Bedingung unter- 
liegen, von den acht Bewegungsgleichungen zwei in vollständige 
nach der Zeit genommene Differentialquotienten übergehen, während 
die übrigen sechs in Folge dessen nach Elimination der Coordi- 
naten des einen Punktes wieder die Lagrange'sche Form an- 
nehmen, und dass femer das kinetische Potential dieser letzteren 
sich aus der negativen Summe der lebendigen Kraft der beiden 
anderen Punkte und aus einer Function der Entfernung r der- 
selben und deren nach der Zeit genommenen Ableitung zusammen- 
setzt, die ist, dass die ztoischen den Coordinaten der drei Punkte 
bestehende Bedingimg die Form hcti 

z x - ax t + b Vl + y s(* + «' + »') J^ dr> 

worin a und b beliebige Constanten und <p 2 eine beliebige Function 
bedeutet, und dass ferner die Kräftefunction durch einen Aus- 
druck der Form definirt ist 

*i (*i> Vi, Zi> %%, y» h, x s, y t , *s) + -FOi — «*i — hi> r\ 

worin F 1 und F ebenfalls willkürlich sind. Dann wird das 
kinetische Potential für die Bewegimg der beiden Punkte 



Vi 



Z 



Helmholtz's Princip der verborgenen Bewegung. 119 

$ - - -l (V + *" + **'*) - ^ «* + y," + V) 

_ 3 c 1 »(l + &')-2a6c 1 c > + c i »(l + a') 
2 w i 1 + a J + 6» 

lernten, wnd nach (6) die Coordinaten x 17 y 19 z t durch die Aus- 
drücJce gegeben sein 

c t (l + &*) — c.ab , -i/ 2 C / — 7~\ j 

i = i + Jffi. * + >^ä"+Wp) J^^W rfr. 

Wählen wir die Constanten a, b, c lf % so, dass 

ac t -\-bC} = 
wird, ferner 

ferner 

so wird der Ausdruck 

das kinetische Potential des Weber'schen Gesetzes liefern, 
während die Coordinaten x 17 y 1} z x durch die Ausdrücke ge- 
geben sind 

x 1 — c 1 t — - k - y Wj (1 + a *+v) r > 

„ —r t 2& l/ 2w « w » A 

y 1 — c 8 i k y Wi(1 + a8+68) ^ , 

2_-[ / 2m^~ ^ 
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worin man auch a = 0, b = wählen kann, so dass 



2 n / 



2w 8 w s 



m. 



r* 



wird. 

Wenn somit von drei Mcbssenpunkten der eine durch Ver- 
bindung mit den beiden anderen der Bedingung unterliegt, dass 
seine Entfernung von einer festen Ebene stets der Quadratwurzel 
aus der Entfernung der beiden anderen Massenpunkte von ein- 
ander proportional bleibt, wahrend sieh die letzteren nach dem 
Newton'schen Gesetze anziehen, so wird sich die Bewegimg 
dieser nach dem Weber 9 sehen Gesetze vollziehen. 

Betrachten wir endlich noch den Fall, in welchem zwischen 
den Coordinaten der drei Massenpunkte zwei Bedingungsglei- 
chungen bestehen, welche in die Form 

y% = ffa> x 2> y*> **> x *> y*> *»)> *i = <pfa, x%. Vi, *2> x *> y%> *) 

gesetzt werden mögen, so geht das kinetische Potential in 

*— *(» +<& )'+©■) V 

- t («s + ". (!;)' + ». ©*) *>* 

- 1 (»»+•». ©'+-.&)>"-• 



(14) 



Ml Vax, dx t "+■ a^ sej Xi x * 



dx % dx t dx i 
(df df , dq> dw\ , , . 

— Ufa, f, 9, x 2 , y 2 , z 2 , x z , y 8 , * 3 ) 

über, und soll dasselbe von x ± unabhängig sein, so muss eben 
dies für die Coefficienten der Ableitungen der Coordinaten der 
Fall sein, und somit die Ausdrücke 

(K.Y -u (^lY (K\*\ (?ülY (^LY-l f^LY 
\dxj "t- \ dx j f y dx j -t- \ dx j > \ dy j -1- \ dy j , • • • 



df df i d<P dq> 



df df | dy dgp_ 
da^ d# 2 ' da^ da^' da^ dy, ' da^ dy % y 



reine Functionen von x 2f y 2 ,z 2 , x 9 ,y 3 ,z s . 
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(15) 



Setzt man 






dx x dx t • dx x dx % 

worin co ly a> 2 , Q Functionen der Coordinaten des zweiten und 
dritten Massenpunktes bedeuten, so ergiebt sich leicht durch 
einfache Zusammensetzung, dass die Function <p der partiellen 
Differentialgleichung genügen muss 

(16) «, 2 ©' + «,, (fj)' - 2fl £ ff- - «, ^ - IV, 
während /* und <p durch die Beziehungen verbunden sind 



(17) 



[ y«, .* _ a» jg- ■ — a&W 



a^ 

a^ 



a<JP 






y©« © 2 — ß 2 ^-= — c» 2 ^ +ä fl , 

' 1 2 a# 2 2 ö^ ■ a# 8 ' 



und aus diesen letzteren wiederum durch Differentiation der 
ersten nach # 2 , der zweiten nach x t eine weitere partielle 
Differentialgleichung zweiter Ordnung für <p: 



(18) 



2*9> 1 ?*9> on 



da?! a# 2 

_i_ I» ri a * ( Wl o,, _£») 

1 ^aJj L 2 oij a> 2 — ß* a# 2 v 1 a y 

a<p r^flJi 1 cd, a 



aa-i 
a^U 



Differentiirt man nun die Gleichung (16) partiell nach x t 
und x 2 , sodann die erste so erhaltene Gleichung nach x t 
und # 2 , die zweite nach x 2 , so erhält man fünf Gleichungen 
in den partiellen Differentialquotienten zweiter und dritter 
Ordnung der Function <p, und aus der Gleichung (18) durch 
Differentiation nach x ± und x 2 mit dieser drei Gleichungen in 
denselben Grössen, so dass acht — wie man leicht sieht von 
einander unabhängige — Gleichungen sich ergeben in den 
sieben Grössen 



av 



av 



d*<p d 3 <p 



av 



d 8 q> a 3 <p 



dx x *' dx x dx t y dx s *' dx x 3 ' dx^dx^ dx x cx t * } dx % 



8? 
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durch deren Elimination sich eine Beziehung von der Form 
ergiebt 

< 19 ) *i(%>fe.£)- > 

in welche die Variable x t nicht eintritt. Die beiden Glei- 
chungen (16) und (19) verlangen nun, dass ~- und ^- von 

x i unabhängig sind, und dass daher, weil dasselbe für die 
anderen Variablen gelten soll, 

(20) <p = bx t + Ofa, y,, z if x 9 , y 3 , z s ) 

ist, worin b eine Constante bedeutet, und somit nach (17) auch 
J~ und ^— von x x unabhängig und f von der Form 

(21) f=ax x + F(x 2 , y if z 2 , x z , y s , s 3 ), 

worin a wiederum eine Constante darstellt. Und die eben 
gefundenen Formen für f und <p sind, wie unmittelbar zu 
sehen, nicht nur die nothwendigen, sondern auch die hin- 
reichenden Bedingungen dafür, dass das kinetische Potential R 
von x x unabhängig ist, wenn noch die Kräftefunction der 
Bedingung unterworfen wird, von der Form zu sein 

tf— dh — ax i — F ) xi fe , Vi> *i> x *> y*> %, *»> &> *) 

(22) + (z x — bx t — •) %i(x 17 y lf z lf x 2 , y % , z 2 , x z , y v z s ) 

+ %(& — <™i, *i — ix i> x %, V%> Hf x %> Vs> **)• 
Da nunmehr wegen der Form des kinetischen Potentials 



(23) 



Wl, /^ i O ■ f Q\ fg 



- 4 (m, + % (|f )' + m t (||) 2 ) < 2 

- 4 (m, + % (||) ! + m x (]£)') Ä " + . • . 

/dF dF . d* a*\ , , 

- m Aw l w>+-d^wJ Xiy * — 

- %(F, 0, x if y i} z i} x 3 , y % , e t ) 
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die zu x t gehörige Lag ränge 'sehe Gleichung 

dH 

worin c eine Integrationsconstante bedeutet, die Form annimmt 
(24) (i +a « + 6 ^'_ _„_„«:_ 6 *», 

so ergiebt sich durch Einsetzen des Werthes von x± in die 
sechs folgenden Bewegungsgleichungen z. B. aus der ersten 
dieser 

\dx~J~ di\dx^) = > 

wenn alle äusseren Kräfte gleich Null vorausgesetzt sind, 
und weil 

ox t \cx t ) ' \cx l / cx % \cx 9 / ' A ox s 7 



a>Cfl) 

dx, 



5Q _ (dH\ , ( dH \ dxl _ / dH\ . dx/ 



wenn 

(25) $ — (Ä) — cm^' 

gesetzt wird, die Lagrange'sche Gleichung 



da, 






und ebenso für dasselbe kinetische Potential § die anderen 
fünf Bewegungsgleichungen. 

Setzt man nun den Werth von x x ' aus der Gleichung (24) 
in (25) ein, so ergiebt sich das kinetische Potential in der 
Form 



f*- 



(26) 



> 8 V 



2 1 + a* + & 
ac 






2 1 + a 8 + & 8 \de/ 

t m i ! _[_ a « _[_ & . de de -r ™i j + a » _[_ & » dt 



dF 



bc 



d$ , m, 



+ W l i 4. a » + J»d« T 2 l + ö 1 + &» 

- f « 2 + y 2 ' 2 + O - ? (V + y*' 2 + O 

— %{F, 0, x %f y 2 , z %} x z , y Z} z z ), 
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und wir finden somit, dass die noihwendige und hinreichende 
Bedingung dafür , dass für die Bewegimg von drei materiellen 
Punkten, deren Coordinaten zwei Bedingungsgleichungen unter- 
liegen, von den sieben Bewegungsgleichungen eine in einen voll- 
ständigen nach der Zeit genommenen Differentialquotienten über- 
geht, oder was damit identisch ist, das kinetische Potential von 
einer der sieben Coordinaten unabhängig ist, die ist, dass die 
Bedingungsgleichungen die Form haben 

Vi = «#i + F, z x = bx t + O, 

worin a und b Constanten sind, und F sowie & nur von 

x *> V%j H> x i> Vs> z z 
abhängen, ausserdem die Kräftefunction die Gestalt besitzt 

U= (ft — ax x — F) Xl (x lf y x \ * 19 x 2 , y t , z 2 , x^, y 3 , * s ) 

+ (z t — bx t — O) % % {x 17 y t ,z t ,x 2 , y 2 , z 2 ,x z , y s , z z ) 

+ %(yi — a Xi> h — hx i7 **, y*, *2, Hj y*> *s); 

in diesem Falle nehmen die sechs Bewegungsgleichungen für die 
Coordinaten x 2 , y 2 , z % , x z , y 9 , z z wieder die Lagrange' sehe 
Form für das durch die Gleichung (26) gegebene kinetische 
Potential !q an. 

Die oben gefundene Form der Kräftefunction bedingt für 
die auf den ersten Punkt wirkende Kraft, wenn ^ == 0, % % = 
angenommen werden, die Beziehung 

X 1 = — aY 1 — bZ 1 . 

Soll das kinetische Potential wiederum die Form (10) 
haben, also W durch den Ausdruck (11) bestimmt sein, 
so wird 

1 + a* (d$\* 



( \ (^LY Vh. * + *>' (dFy , Wj 1-4 

9 *V'\dt) ~ 2 l + a 8 + 6»U*/ ""*" 2 1 + a 



m 



*+5 8 \dt) 
ab dFd<P 



l i + a *+^ dt dt > 

/ \ dr ac dF bc d$ 

ViVJdt ~ ~ w ii + «* + &» ~dt ~ m * l + «* + &* ~dt> 

<Po( r ) ? i + a' + &* + X( F > ®> *i> V%> **> **> %; *z) 
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sein müssen, woraus leicht 



dF^ — q(l+a , -f-& > )y 1 (r)4-&] /2m 1 c 8 ( a t 4-& f )y 8 (r)— (l-fq'-f^y^r) 8 dr 
dt "" m^ipt + b*) 'dt 7 



d$_ — bfl+a'+b*)^)— qy2m 1 c > (a 8 +6 y )y t (r)-(l+a 8 +6 8 )y 1 (r) 8 dr 
dt — w^a'+ft*) 'd* 

folgt ; und somit 

(21) f= f ~ a(1+a * +h ^ l(r)+ h ^ 2miC2(a *^^ ^ 

^ ' J m 1 c(a i '\-b t ) 

und 

(2g) &= f -Hl+a'+WViW-aVZni^a'+b^M^^^ 
^ ' J w 1 c(a*+&*) 

reine Functionen von r, ausserdem 



m t 



(30) 



(29) <p (r) -^ Yjr d ,-+- i ,+z(F(.r),<I><r),x 1 ,y s ,z lf x s ,y t ,e i ) f 

also 

f tf— Oi— a*i— F(f)) zifatiht g i> x *> y*> **, *»> y», *») 

-f- (*,— bx t — 0(r)) Xi (x % , y t , z l , x t , y t , z t , x s , y s , *,) 

-\-x(vi— «*i> «i— K> »")» 

und die Bedingungsgleichungen zwischen den Coordinaten 

(31) y, - ax t + F(r), z l = bx 1 + <P (r) . 

Wir finden somit, dass d& noihwendige und hinreichende 
Bedingung dafür, dass für die Bewegimg von drei materiellen 
Punkten m 1 ,m 2 ,m t , deren Coordinaten zwei Bedingungen unter- 
liegen, von den sieben Bewegungsgleichungen eine in einen voll- 
ständigen nach der Zeit genommenen IH/ferentialquotienten über- 
geht, während die übrigen sechs in Folge dessen nach Elimination 
der Coordinaten des einen Punktes wieder die Lagrange'sche 
Form annehmen, und dass ferner das kinetische Potential dieser 
letzteren sich aus der negativen Summe der lebendigen Kraft 
der beiden anderen Punkte und aus einer Function der Ent- 
fernung r derselben und deren nach der Zeit genommenen Ab- 
leitung zusammensetzt, die ist, dass die beiden Bedingungs- 
gleichungen zwischen den Coordinaten die Form (31) haben, 
worin F(r) und <P(r) durch die Ausdrücke (27) und (28), in 
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welchen ^(r) und ?>o(r) beliebige Functionen von r bedeuten, 
bestimmt sind, und dass ferner die Kräftefunction durch einen 
Ausdruck von der Form (30) dargestellt ist Dann wird das 
kinetische Potential für die Bewegung der beiden Punkte 



(32) 



Wl. //oi /oi /o\ W« 






lauten, und nach (24) die Coordinaten x l7 y ly z t durch die 
Ausdrücke gegeben sein 

*i = - r+^+p ' + ^/<pi (r) dr, 

ac . 

Vi — — i 4. a » + 5» * 

V w^C^ + fe 8 ) ttr ' 

bc , 

*i— — i + «* + &* * 

i r -&y 1 (r)-ay2m 1 c>»+6^y 8 (r)-(l + a»^^(^ dr 

Wollte man wiederum auf das Weber'sche Gesetz ge- 
führt werden, so müsste man 

J7= y(F 4> r) = ^^ 4- Ä £! 

setzen, wofür das kinetische Potential (32) die Form annimmt 

S = - ? « 2 + y*' 2 + V 2 ) - ? (*»*+ **+ V) 

— —\ l + -»)> 

während die Bedingungsgleichungen zwischen den Coordinaten 
nach (27) und (28) in 
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. 2&t/ 2m.m, 4 

, 2ai/ 2m,m, 4 

1 x ß V m l (a* + 6 8 ) 

übergehen, und die Goordinaten x x , y lf z x durch die Ausdrücke 
gegeben sind 

c . 

X *~ i + a 2 + 6«^ 

2^1 i _(_ a * _[_ fe» ' i k V m x {a* + b*) T > 



bc 2a ~l/ 2m t ffl t 4 

*! — l + a^+ft« 5 ifc r « 1 (a f + 6 1 ) r ' 

Nimmt man 6 = a, so gehen die Bedingungsgleichungen in 

2 "1/m.w. 4 

und die Ausdrücke der Coordinaten des ersten Punktes durch 

die Zeit in 

c__ . 

Xl ~ l + 2a* r ' 



ac . 2 "i/m.m. 4 

über, und setzt man endlich a = 0, so folgt, dass wenn von 
drei Massenpunkten der eine der Bedingung unterliegt, dass seine 
Entfernung von zwei auf einander senkrecht stehenden Ebenen 
stets der Quadratwurzel aus der Entfermmg der beiden anderen 
Massenpwnkte von einander, mit demselben aber im Zeichen ent- 
gegengesetzten Factor, proportional bleibt, während sich die letzteren 
nach dem Newton'schen Gesetze anziehen, sich die Bewegung 
dieser nach dem Weber'schen Gesetze vollzieht 
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Die Kräftefunction ist dann von der Form 

worin c die rr-Componente der Anfangsgeschwindigkeit des 
ersten Punktes bedeutet. 

§ 15. 
Erweiterung des Helm hol tz' sehen Princips von der ver- 
borgenen Bewegung für die allgemeinen kinetischen Potentiale 

erster Ordnung. 

Der Gedanke, welcher Helmholtz bei der Einführung 
seines Princips in die Mechanik wägbarer Massen leitete, war, 
für physikalische Vorgänge, welche sich durch Lagrange'sche 
Gleichungen beschreiben Hessen, deren kinetisches Potential 
sich nicht sichtbar in actuelle und potentielle Energie auflöste, 
und das ausser den quadratischen Gliedern in den Ableitungen 
der Goordinaten noch lineare Glieder besass, eine grössere An- 
zahl wägbarer materieller Punkte mit einem dazu gehörigen 
kinetischen Potential im gewöhnlichen Sinne einzuführen, deren 
Lagrange'sche Gleichungen bei einer Elimination der Coordi- 
naten der neu eingeführten Punkte auf die Lagrange'schen 
Gleichungen jener physikalischen Vorgänge zurückführen. 

Wir wollen nun im Folgenden das Eliminationsproblem 
der Coordinaten zwischen den Lagrange'schen Bewegungs- 
gleichungen ganz allgemein auch für die erweiterten Lagrange'- 
schen Gleichungen angreifen, jedoch der Einfachheit der Dar- 
stellung wegen die Annahme machen, dass das kinetische 
Potential H nur von den Coordinaten und deren ersten Ab- 
leitungen abhänge, also erster Ordnung sei, im Uebrigen aber 
eine willkürliche, von der Zeit freie Function dieser Grössen 
ist; die Ausdehnung auf den Fall, dass das kinetische Potential 
die Ableitungen der Coordinaten in beliebig hoher Ordnung 
enthält, wird unmittelbar ersichtlich sein*). 

*) Wie eben dieses Problem auf Grund des Hamilton 'sehen 
Princips als eine Aufgabe der Variationsrechnung behandelt werden 
kann, wird eine spätere Untersuchung zeigen. 
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Das Problem, das im Folgenden gelöst werden soll, wird 
somit lauten: 

Unter welchen Bedingungen wird die Elimination einer An- 
zahl von Coordinaten in einem Systeme Lagrange' scher Glei- 
chungen mit einem kinetischen Potentiale erster Ordnung wiederum 
cmf Lagrange 9 sehe Gleichungen mit einem Potentiale erster 
Ordnung führen? 

Suchen wir zunächst die notwendigen und hinreichenden 
Bedingungen dafür, dass die linken Seiten der ersten q Lagrange- 
schen Bewegungsgleichungen sich als vollständige nach der Zeit 
genommene Differentialquotienten einer Function der Coordinaten 
und deren Ableitungen darstellen lassen, dass also 

dH d dH dK r dH d / dH\ 

Wr~diW r = ~M ° der W r = dt \ Kr + d$ r ) 

ist, so wird unter Beibehaltung der vorher gebrauchten Be- 
zeichnungen 

O JT 

O JT 

da 7j — die zweiten Ableitungen der Coordinaten nicht enthält, 

von den ersten Ableitungen derselben frei sein müssen, und 

dH 
somit ö — als totaler Differentialquotient einer reinen Function 

der Coordinaten eine lineare Function der ersten Ableitungen 
derselben von der Form sein 

dH dm r ' 

woraus sich unmittelbar, wenn r x und r 2 zwei Zahlen aus der 
Reihe 1, 2, . . ., q bedeuten, 



d dto r d da> r 

also 

( 3 ) ä^T = S^ + c ™ 

Koenigiberger, Principien <L Mechanik. 
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ergiebt, worin c rxr% Constanten bedeuten, für welche 

ist. 

Multiplicirt man nun die Gleichung (1) mit dp r und addirt 
die so erhaltenen Gleichungen für r = 1, 2, . . ., q, so folgt 

dH j . dH j . - dH j 

s 

=i>i [fä d Pl + - + - g -< dp,) + • • • 
,(d& x dat \ 

oder vermöge (3) durch Integration 

H = p[ (m t + c 21 p 2 H h Vft) H 

+ Pq O? + d^i +• h V- 1 ^-*) 

, C (dm. d" fl \ 

# r/dm. dm. \ 

+ */&.** + - + ?£**) 

+ ß 0>i, • • •> Po, #> • • •; Po, Pl, • • -,pj), 

worin £1 eine willkürliche Function der eingeschlossenen Grössen 
bedeutet, und die Coefficienten von pi, . . ., p' a vermöge der 
Gleichungen (3) Integrale von vollständigen Differentialaus- 
drücken in den Variabein p 19 . . ., p Q darstellen. Setzt man 
endlich 

l 11 

&r y CriPi y Crr-lPr-l y C rr +lPr+l 

1 _ 

2~ Cr Q &Q — *° r * 
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so werden ci r Functionen von p x , . . ., p^, p t , . . ., p a bedeuten, 
welche nach (3) der Bedingimg genügen 

dm r dä> r 



(4) 



dP r . ÖPr. ' 



r* 



u/nd es ergiebt sich für das kinetische Potential H als nothr 
wendige Bedingung dafür, dass die ersten q Lag ränge* sehen 
Gleichtmgen in vollständige nach der Zeit genommene Differential- 
quotienten übergehen, die Form 

H=p' 1 m 1 -\ k-pfa + pij { d - dp 1 H h - d -£ dp 9 J + • • - 

+ ^^Pr(c lr pi + e 2r p 2 H 1- C qr P Q ) 

1 

+ &(Pi> • • •> Po, pi, • • - p'a, p'i, . • ;Pq), 

oder da nach dem Hülfsatze 3. zu jedem kinetischen Potential 
erster Ordnung der nach t genommene Differentialquotient einer 
beliebigen Function von t, p lf . . ., p q , p 1} . . ., p a hinzugefügt 
werden darf, und 

r(dm x du \ 
p'i&i H \-pfa + pij [j£ d Pl -\ f- j£ äp 9 J H 

+ */(*»>+■••+*;'*) 

der nach t genommene Differentialquotient von 

f{p 1 dp 1 + & 2 dp 2 H \r & 9 dp 9 ) 

ist, die Form 

(5) H = ^>fpr(C r r+lPr+l + C rr +2Pr+2 H \~ C r ^) 

1 

+ &(Pl9 ' • '9 Po, Pl, • • -, P'o, Pl, • • ',Pq), 

worin C rr +i, . . ., C r(f wüllmrliche Constanten bedeuten; diese 
Form ist aber auch die hinreichende. 

9* 
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Denn aus derselben folgt unmittelbar für das System der 
ersten q Lagrange 'sehen Gleichungen 

CirPl CtrPi C r — irPr—l + Crr+llV+1 

+ C rr +2Pr + 2 H \~ C rg P 9 + Jj Jjf = Pr 

oder nach t integrirt 

(6) — C lr pi — Cirfr Cr-lrPr-1 + C rr +ip r +l 

+ C rr +%Pr+* H h C rQ P q + Jjr = K —fP r dt, 

m 

worin h r eine Integrationsconstante bedeutet , und die äussern 
Kräfte gegebene Functionen der Zeit sein mögen. 

Sollen nun mit Hülfe von (6) die q Goordinaten p lf ^. 9 Pq 
und deren erste Ableitungen aus den weiteren 6 Bewegungs- 
gleichungen 

eliminirt werden, so sind zwei und nur zwei Annahmen statthaft: 
a) wir nehmen an, die Gleichungen (6) sind von den 
Goordinaten p 17 . . .,p Q unabhängig, und entwickeln die Werthe 
von p'i, . . .,Pq aus denselben, so werden, da diese q Goordinaten 
m.Sl nicht enthalten sind, 

C\ r == C% r = ' • • = C r —i r = Crr-f-1 = C rr +2 = • • • = C r ^ = 

sein müssen, und es mögen die aus den Gleichungen 

(8) ^- = K-fPrdt 

sich ergebenden Werthe von p[, . . .,p'q, zu deren Ermittlung 
vorausgesetzt werden muss, dass die Determinante der zweiten 
partiellen Differentialquotienten von £1 nach den Ableitungen 
der Goordinaten p 19 . . ., jfy von Null verschieden ist, durch 

Ip'i = ßi (t, p 19 . . ., p a , #, . . ., p' G ), 
- f ' • ; 
Pq = & 9 (t, p l7 . . ., p , p' 1} . . ., p' a ) 
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dargestellt werden, worin t nicht explicite eintritt, wenn die 
äussern Kräfte P lf . . ., P Q Null sind. Bildet man nun aus (5) 
das System der 6 Lagrange'schen Gleichungen (7), so ergehen 
sich diese zunächst in der Form 

dSt d^ da _ n 

dp, dtdp' $ ~™" 

worin Ä eine Function von p lf . . ., p a , pi, . . ., p' , p{ } ...,p'q ist, 
oder nach Substitution der Werthe (9) för p[ y . . .,p' q in der 
stets gehrauchten Bezeichnung 

Da aber nach (8) 

^-q+(»--/*-*)^+-+(«*-/*.*)^ 

so gehen die Gleichungen (10), wenn 

$ — («)_ (h—fp^t)^ (h Q —fP 9 dt)£l Q 

gesetzt wird, worin $ eine Function der t,p 1? . . .,p , p[,. . .,p' a 

bedeutet, in 

d§ d_ dQ oi 

9p. dt dp\ ~ * 

über, und es behalten somit die Lagrange'schen Bewegungs- 
gleichungen ihre ursprüngliche Form, während das kinetische 
Potential $ derselben eine ganz anders gestaltete Function der 
Goordinaten p x , . . ., p und deren ersten Ableitungen wird, als 
es das gegebene Potential H war. 

Fassen wir zunächst den ersten Theil des sich ergebenden 
Satzes zusammen, so finden wir, 

dass die noihwendige und hinreichende Bedingung dafür, 
dass die den Coordinaten p i9 . . .,p 9 entsprechenden linken Seiten 
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der Lag ränge' sehen Bewegungsgleichungen für ein von t freies 
kinetisches Potential H vollständige nach der Zeit genommene 
Ableitungen von Functionen aller Coordinaten und deren ersten 
Ableitungen sind, die jedoch die Coordinaten p 19 . . ., p q selbst 
nicht enthalten, die ist, dass das kinetische Potential die Form hol 

(11) S= ü(p t , . . ., po, Pu • • •> P'o, Pl, • • ;Pq)> 

worin Sl eine beliebige Function der eingeklammerten Grössen ist. 
Dann gehen stets die weiteren 6 Bewegungsgleichungen, wenn 
aus den q ersten, welche die Form annehmen 

dfi = h i—J p i dt > ' ' > ä7 = h—J P Q dt > 

unter der Voraussetzung, dass die Determinante der zweiten 
Differentialquotienten von Sl nach p[, . . ,,p 9 nickt identisch ver- 
schwindet, die Grössen pi,.. .,p 9 als Functionen von t, p u . . ., p a 
p\> . . ., pa ermittelt und substituirt werden, und 

$ - (Ä) - & -/^ <M) (pi) (h e -fP f dt)(p' 9 ) 

gesetzt wird, wiederum in die Lagrange'sche Form 

d§ d_ 2Mp ™ 

dp, dt dp' $ ~ v* 

über, wobei !q wiederum ein kinetisches Potential erster Ord- 
nung ist. 

Die Form (11) des kinetischen Potentials ist von p i7 . . .,p Q 
unabhängig, also 

^=0 ... **_0 

dp x ' ' dp Q > 

und es werden somit die linken Seiten der ersten q Lagrange- 
schen Gleichungen die vollständigen Differentialquotienten 

d dH ± d _E 

dt dp[ 7 '"'dt dp' Q > 

welches der von Helmholtz für das kinetische Potential in 
der Mechanik wägbarer Massen 

H=—T—ü 
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betrachtete Fall ist, in dem, wenn die Bedingungsgleichungen 
die Zeit nicht explicite enthalten, die Ableitungen der Coordi- 
naten nur in der zweiten Dimension eintreten, und die Glei- 
chungen (6) daher linear in diesen sind; es ist somit ersichtlich, 

dass für kinetische Potentiale in der Mechanik wägbarer 
Massen der von Heimholte hervorgehobene Fall der verborgenen 
Bewegung, für welchen das kinetische Potential von einigen der 
Coordinaten unabhängig sein sott, der einzige ist, für den die 
zugehörigen Lagrange' sehen GUichwngen in vollständige nach 
der Zeit genommene Differentialquotienten übergehen und — was 
dann stets der Fall ist — eine solche Elimination der Coordinaten 
gestatten, dass die resultierenden Bewegungsgleichungen wiederum 
die Lagrange'sche Form annehmen für ein kinetisches Potential 
erster Ordnung. 

Der oben für beliebige kinetische Potentiale erster Ord- 
nung entwickelte Satz liefert also zunächst eine Verallgemeinerung 
desPrincips der verborgenen Bewegung nach der einen Rieh 
tung hin. 

Gehen wir nun zu dem zweiten Theile der Untersuchung 
über, indem wir wiederum die nothwendige und hinreichende 
Form (5) des kinetischen Potentials H dafür zu Grunde legen, 
dass die ersten q Lagrange'schen Gleichungen vollständige 
nach der Zeit genommene Differentialquotienten darstellen, und 

b) annehmen, die Gleichungen (6) seien von den pi, . . .,p' 9 
unabhängig; es handelt sich dann darum, die Coordinaten 
Pi>-->Pq aus diesen Gleichungen zu berechnen und in die 
weiteren 6 Bewegungsgleichungen einzusetzen. Aus der ge- 
machten Annahme folgt unmittelbar, dass 

(12) &=p'i<pi(pi,..., po,pl,~->Po)-\ t-Pit<P9(Ply~>Pa9pif~>Po) 

-\-<P(Ply-,P<r> Pi> •••;#*)> 

und das kinetische Potential nach (5) somit die Form annimmt 

(13) H=^r {p r (C rr +lPr+l+ C rr +2Pr+2-] 1~ C rQ p Q 

1 +<Pr(pl9-..ypO, P'l, •• -, Po)} 

+ <P(Pi> - • •; P<>} P'i> • • ->P'*)- 
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Dass dieser Fall in der Mechanik wägbarer Massen aus- 
geschlossen ist, geht daraus hervor, dass das kinetische Potential 
Pi,...,p' Q nur linear enthält. Bildet man nun wieder den 

Ausdruck 

dH_± dH 

dp, dt dp'/ 

so ergiebt sich, wie leicht zu sehen, wenn 

(14) JPlVl -\ VPqVq + 9 = • 

gesetzt wird, worin <P von p 19 . . ., j^ unabhängig ist, die zweite 
Reihe der 6 Lagrange'schen Gleichungen in der Form 

und es entsteht nun die Frage, ob für beliebige Functionen 

<Pi, 9a ? - • *' Vq> 7 von Pxj • - -7 P°> Pu • • -f P'°) wenn aus den 
q ersten Lagrange'schen Gleichungen, die nach (6) und (12) 
die Form annehmen 

(16) CirPl — C^rPi *•' Cr— lr Pr— 1+ C rr +lPr+l 

+ C rr +iPr+2 H h QqPq 

= hr—JP r dt — <pr(p lf ...,p0, pi v ..,pi) (r = l,2,...,p), 

die Grossen p ly . . .,p^ durch t, p lf . . ., p a , p[, . . ., p' a , also 
Pi > • • ->Pq durch t, pi, . . .,po 9 pi, . . .,$,, pi, . . ,,po ausgedrückt 
und in (15) eingesetzt werden, die resultirende Gleichung 

<") (©-ÄQ-* 

wiederum die Lagrange'sche Form annimmt. 

Diese Untersuchung ist nun wesentlich schwieriger und 
hängt, wie wir sehen werden, mit späteren allgemeineren Be- 
trachtungen eng zusammen, die uns auch hier reranlassen, die 
Frage nicht mit Hülfe der Transformation des Hamilton'echen 
Princips zu behandeln. 
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Da nach (14) 

a*>, ^ Pr dp, + a*/ a*>; — ^ r ^ a»; t g„. > 

so geht die Gleichung (17) in 

cw> J «) £ - i± w) £ + !f. - A fc - *■ 

1 1 

über, und es genügt, um die Möglichkeit der Umformung der 
linken Seite dieser Gleichung in die Lagrange'sche Form zu 
untersuchen, von den beiden letzten Posten abzusehen, da diese 
schon in der verlangten Form auftreten. 

Differentiirt man die Gleichung (16) nach t, multiplicirt 
dieselbe mit (jp' r ) und summirt nach r von 1 bis q, so ergiebt sich 

äs) *£&&+-->+*2&>w +* JtolJ +■•■. 

1 1 ° 1 

i ° i 

differentiirt man die nach t differentiirte, nach erfolgter Sub- 
stitution identische Gleichung (16) nach p' t ', multiplicirt die- 
selbe mit -J~~ und summirt wiederum nach r von 1 bis p, 
cp, 

so folgt 

(2°) JSw.W' C*- 1 »*-^ 

Setzen wir nun in der Gleichung (18) 



oder 



1*1 
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(21) Q ^2^r)jf-pi2i^d^p l + '^'w)~ 

d*<p dw d(p' r y 






so ersieht man aus (20) , dass der Coefficient von p'{' in Q g 
im Allgemeinen nur Null wird, wenn k = s ist, oder dass Q, 
eine lineare Function von 

Pl , . . ., p,-i, P#+l, • . ., Po 

ist; daraus folgt aber schon, dass Q 9 nicht, wie es sein sollte, 
sich in die Lagrange'scheForm mit einem kinetischen Potential 
erster Ordnung setzen lassen kann, da in derselben die Ab- 
leitungen dritter Ordnung nicht enthalten sein dürfen — ob 
kinetische Potentiale höherer als der ersten Ordnung eintreten 
können, wird erst eine spätere Untersuchung ergeben*). 



*) Um zu untersuchen, ob im allgemeinen Falle Q ein kinetisches 
Potential zweiter Ordnung besitzt, also in der Form darstellbar ist 

V *~ dp t dt dp; ^ dt* d$y 

werde bemerkt, dass, weil Q nach (21) linear in J)J" , . . . , p'^ ist, $ die 
Ableitungen p'^, . . . , p^ auch nur linear wird enthalten dürfen. Um nun 
diese Gleichung befriedigen zu können, müssen nach dem Hülfsatz 4. 
die Grössen Q , welche p'^", . . ., p'J" nicht enthalten, den Gleichungen 
identisch genügen 
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Unter der Voraussetzung, dass die in dem kinetischen 
Potential (13) enthaltenen Functionen <p 19 . . ., <p^ 9 <p keiner 
Beschränkung unterliegen sollen, geht nur in dem Falle, wenn 

dQ x d 3Q X d* dQ n 

+ ( -«-».-,,- ? r-,^-(-)' i |. 

worin tr = 0, 1, 2, 3, und x, X die Werthe 1, 2, . . ., a annehmen. 
Für x = «, X = 8, r = geht diese Gleichung in 

d /dQ g d dQ 9 d' dQ\ 

dt\dp' a dt 8»>;' + <ft" dp' 9 ") mm 

über; nun ist aber, weil 

1 ' 1 

war, vermöge (2) und (3) des § 2., wie leicht zu sehen, 
dQ t i dQ, ä* d*Q t 
dp', dt dp',' + dt* dp'," 



'<£ dp', dp, + ^ W aj), ap; 



dt 



1 



* i ^ /HP'r) dV r , . , 3>A) 






8(1»;) dv r d yhdtf) d<p r 

-TT—r. = =-r >r ^r—r. -=r-r 



dp, dt^Li dp 1 ; dp; 



^/d( P - r ) d 9r t / , N a> r \| * <t acifl a» r 
^ r \a*; dp^^'dp; 1 )} dt*^Z dp;' dp; 



_ V/Li™ !!r_!W I*r\__"V-i^ ^^r 

~^pVa«>; a^ a* f dp;) dtZj dp-; dp/ 



und es sind nun die aus dem Gleichungsystem (16) durch Differentiation 
nach t sich ergebenden Ausdrücke von p\, . . .,p' hierin einzusetzen, um 
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6=1, also nur eine zu transformirende Lagrange'sche Glei- 
chung in Betracht kommt, die Gleichung (21) in den von den 
dritten Ableitungen freien Ausdruck, in welchem jetzt der 
Index s wegbleiben kann, 



Q a_ e 



1 1 

-p 2s [w w* + w ~w) 

1 

1 1 

über, und es braucht die Frage, ob dieser Ausdruck sich in 
die Lagrange'sche Form umsetzen lässt, offenbar nur für 
geradzahlige q behandelt zu werden, da für ungerade q die 
Determinante der linken Seiten der nach t differentiirten Glei- 
chungen (16) bekanntlich verschwindet. 
Setzt man nun 



zn erkennen, ob dieser Ausdruck identisch verschwindet. Sei der Ein- 
fachheit wegen p = 2, so ergeben sich die Werthe 

1 1 * 

und durch Einsetzen in den letzten Ausdruck 

dp; dt dp;- + dt* dp- ~ dp, \dp, + *• dp, dp; + p > dp;*) 

dp.\dp,' tv 'dp,dp; +p ' dp;*) 

_ d_ /d<Pt djh _ djp± d<fi\ _ a 

dt\dp, dp; dp. dp;)-"' 

und ebenso ist die Identität der andern in (a) enthaltenen Gleichungen 
zu prüfen, worauf wir später wieder zurückkommen werden. 
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so dass 

(22) 0-*-ir 

ist, so wird, da Q die Ableitung dritter Ordnung in p nicht 
enthält, auch L von p" frei sein müssen, da die (jf r ) nur yon 
p, p f und p" abhängen, und es wird die Gleichung (19) in 
unserm Falle die Form annehmen 

(23) p'K + p"L - - P^O P 9 (pd . 

Nun ist aber nach dem Hülfsatze 4. die nothwendige und 
hinreichende Bedingung dafür, dass eine von t, p } p', p" ab- 
hängige Function Q ein kinetisches Potential erster Ordnung 
besitzt, 

W dp' dtdp" - "' 

und es folgt zunächst aus der Gleichung (22), wenn man 
berücksichtigt, dass L p" nicht enthält, 

(9K\ d 9 d dQ _dK d dK dL 

**°' dp'~ dt dp" ~ dp dt an" dp ' 

da ferner, wenn 

(26) f (J > 1 (A') + --- + P e ^)) = JV 

gesetzt wird, worin N von p, p' y p" und zwar von der letzteren 
Grösse linear abhängt, die Gleichung (23) den Werth 

K * 7 L-N 

liefert, so wird die Substitution dieses Ausdruckes in (25) 

**" dp' dt dp* ~ dp' "■ dt dp" 

geben, und die Gleichung (24) somit erfüllt sein, also Q ein 
kinetisches Potential erster Ordnung besitzen, wenn die äusseren 
Kräfte P lf ..., P^ sämmtlich Null sind, da in diesem Falle aus (26) 
auch N=Q folgt. Verschwinden aber die äussern Kräfte nicht, 
so genügt es, den Fall q = 2 zu untersuchen, für den sich aus 
den nach t differentiirten Gleichungen (16) 
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Pi — -gp P + -äjT P + *%> ft W P ~W P ~ 1} 

und aus (26) 

ergiebt, wonach, wie unmittelbar zu sehen, vermöge (2) und 
(3) des § 2. 

dN , rf_ d^ 1/ p ' ?2i p ' dyA 

ap- "+" de ä? r — p' \ l dp' r * dp') 

folgt ; und somit aus (27) geschlossen werden kann, dass die 
Gleichung (24) nur dann erfüllt werden kann, wenn die äussern 
Kräfte sämmtlich constant sind. 

Fassen wir die gewonnenen Resultate zusammen, so ergiebt 
sich der folgende Satz: 

Die nothwendige und hinreichende Bedingung dafür, dass 
die q Lagrange 9 sehen Gleichungen 

dH d_ dH p , i p v 

dp r dt dp' r ~ r v — 1 ***--*?) 

in vollständige nach der Zeit genommene Differentialquotienten 
von Functionen der Coordinaten p 17 . ..Pq, p 19 ... ., p a und deren 
Ableitungen übergehen, die jedoch von p±, ..>!>/ unabhängig 
sind, ist die, dass das kinetische Potential die Form hat 

H=]£{pX C rr+lPr+i+ C rr+2Pr+2+-''+ C r Q P^^ 
1 

worin C rr +i,--- 7 CrQ mllkürliche Constanten sind, und qpi,.,?^ 9> 
beliebige Functionen von p ly . . ., p a , pi, • . • > pa darstellen. In 
diesem Falle wird, wenn die in H vorkommenden Functionen 
keinen weiteren Bedingungen unterliegen sollen, die Elimination 
der Coordinaten p x , . . ., p^ und deren Ableitungen aus den 
q Gleichungen und den 6 Lagrange' sehen Gleichungen 

dH d dH rn / 1 o ^,\ 

dann und nur dann wieder auf Lagrange' sehe Gleichwngen 
von der Form 
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führen, worin § ein kinetisches Potential erster Ordnung von 
pi, • • •, pay pi; • • • , pa darstellt, wenn tf = 1, also im Garnen 
(> + 1 Bewegungsgleichungen in dem Systeme enthalten sind, 
und die äussern Kräfte P±, . . ., P Q entweder Null oder Con- 
stcmten sind. 

Ist <*> 1, so müssen die Gleichungen (20) erfüllt sein, 
und es wird dann, wenn 




dp •' jLj ^ rrJ dp 

i * i 

gesetzt wird, die Grösse 

(28) <fc"*-S 



9 



die dritten Ableitungen von Pi,---,po nicht enthalten, also 
L t von den zweiten Ableitungen dieser Grössen unabhängig 
sein müssen, während K t die zweiten Ableitungen linear ent- 
hält. Stellt man nun mit dieser Gleichung die aus (19) unter 
der Voraussetzung des Nullwerdens der Kräfte P lf . . ., P^ 
sich ergebende Beziehung 

a a 

i l 

zusammen, so führt die Forderung der Existenz der Gleichung 

dL $ _ a§ t d d§ x 

V ' = A * dt ~ dp $ dtdpy 

wenn diese mit p M ' multiplicirt und die Summation nach s 
von 1 bis 6 ausgeführt wird, zu 

2 * ff 1 -2 «•' » w -2 >•'*• -i? »•' £ 

1*1 * 1 1 

— T>2 * a 
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oder da 

2 >■' Ü 1 -2 *: r, %-t,U-2 * *#) 

1*1 * \ 1 */ 

ist, durch Integration zu 

o a 

( 29 ) 2'*'w-& + 2*'' L '> 

i * i 

und diese partielle Differentialgleichung liefert durch Inte- 
gration § als Function yon )p t und p/, da L die zweiten 
Ableitungen nicht enthielt. Auf die Bedingungen näher ein- 
zugehen, welche die <p 19 . . ., <pq erfüllen müssen , damit die 
Gleichungen (20) identisch befriedigt werden, ist von keinem 
Interesse, es mag genügen für q - 2 die Bedingung in der 

Form 

d<p t d<p t djPi #9i _ q 

dpi dp t ' dp^ dp x f 
anzugeben. 

Setzen wir hierin wieder 6 = 1 , so ist das in dem oben 
ausgesprochenen Satze als stets existirend nachgewiesene kine- 
tische Potential erster Ordnung § nach (29) durch die Glei- 
chung gegeben 

*'^ -&-*>'£ oder &-p'f%dp' + i,(p)p', 

worin V(P) e * ne willkürliche Function von p bedeutet; also 
z. B. für q = 2, da in diesem Falle, wie aus den nach t 
differentiirten Gleichungen (16) unmittelbar hervorgeht, 

r ^ ( d<Pi d<Pt #9» dyA 

^ \dp' dp dp' dp) 

ist, für den Fall, dass P t = P 2 = ist, das kinetische 
Potential $ der Gleichung (18) gemäss in der Form gegeben 

Nachdem damit die Annahme, dass die ersten q La- 
grange'schen Gleichungen vollständige nach der Zeit ge- 
nommene Differentialquotienten darstellen, erledigt ist, sollen 
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nunmehr die beiden einzigen Fälle in Betracht gezogen werden, 
in denen noch eine Elimination der Coordinaten möglich ist, 
und die dadurch definirt sind, dass entweder in den ersten 
q Gleichungen die Grössen P 1} -'.,Pq, Pif-->Pg' nicht ex- 
plicite enthalten sind, und dieWerthe von #/', ...,p ? " aus diesen 
ermittelt und in die weiteren 6 Bewegungsgleichungen ein- 
gesetzt werden, oder dass die zweiten Ableitungen von Pi } --,Pq 
in den ersten q Gleichungen nicht vorkommen — wobei fest- 
gehalten wird, dass das neue kinetische Potential wieder erster 
Ordnung sein soll, während die ohne jede Bedingung stets 
mögliche Elimination einer willkürlichen Anzahl von Coordi- 
naten, wie wir später sehen werden, auf völlig andere Formen 
des Eliminationsresultates fuhrt. Sind also 

1) die Gleichungen 

dp r d t dp r ' r y 

worin P r gegebene Functionen von t sind, oder 



3 ' H Pf = Pr 




von den Coordinaten p l} . . ., p^ und deren ersten Ableitungen 
frei, so müssen es offenbar auch die Grössen 

d*H , d*H 







dPrW* ~" 


~ dp' r dp' 9 


sein und also die Form haben 






ÖP'rÖP'd 


— <Orj(pl> • • 


-7 Pa> Ply 




W r W 9 


= &ri(pl, • . 


•> Po, pi, 


und somit, 


da 


d»H da 


rd ^ ß r* 



,P°), 



— — — — (\ 

dp' r dp' 6 dp' 9 dp' 9 , dp't 

Koenigtberger, Principien d. Mechanik. 10 
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ist, G) r d von p' t unabhängig und daher 

sein. Da aber auch der übrige Theil von (30) yon den Ab- 
leitungen der q Coordinaten frei sein muss, also für Ä = 1 , 2, . . ., p 
der nach p x genommene Differentialquotient 

identisch befriedigt sein muss, so folgt 






a 

c 



dp r dp' x dp' r dp x jLJ dp, 



1 



oder da co rX = <o Xr ist, identisch 



a 



<w\ d * H — d%H V d J^± w — n 

w d Pr dp' x ~ d Px dp' r > ZI dp e P* ~ u > 

und daraus & rX = 2c rX , worin c rX = c Xr eine Constante be- 
deutet, so dass nach (31) sich für das kinetische Potential 

9 9 

(33) H=^>f,t CrdPrPö +^PdVi(jp 1 , . . ., ft, . . ., #, . . .) 

1 1 

ergiebt, worin die Functionen v der ersten der Gleichungen (32) 
gemäss zunächst der Bedingung 

dv d dv r 



(34) 



%Pr ÖPd 



genügen, und die ersten q Bewegungsgleichungen die Form 
annehmen 

dN *sn d v r ^ vi dv r 



(35) - »2^ + £ ~2^ * "2? SE * - p " 

1 1 ' 1 ' 

die aber noch nicht von p 1; . . . } p^ frei sind. Damit dies der 
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Fall ist, muss zunächst der Coefficient von p'^ von diesen 
Grössen unabhängig und somit 

(36) v r = B r (p lf . . ., p t ', ...) + Q r (p u . . ., p lf . • .) 

sein, worin die Functionen Q r der Gleichung (34) zufolge der 

Bedingung unterliegen 

dQ dQ 

v J dp r% dp ri > 

ist dies erfüllt, so müssen noch die beiden mittleren Posten 
der Gleichung (35) von p l7 . . . , p q frei sein und daher mit 
Benutzung von (36) 

dp~^W^ = T r(Pl> ' '•> Pl> •'•) 

r j n 

oder 

(38) y-2^/(l^ d A + --- + ||^)+A^ + -- 

+ Pq T q + ^(Pi; • • •; Pl> • • •) > 

worin unter dem Integral vermöge (37) ein vollständiges 
Differential nach den Variabein p ly . . . , p Q steht. Setzen wir 
aus (36) und (38) die Werthe von v r und N in (33) ein, so 
ergiebt sich als nothwendige Bedingung dafür, dass die ersten 
q Lagrange'schen Gleichungen von den Grössen p lf . .,i>i, ... 
frei sein sollen, die folgende Form des kinetischen Potentials 

S= ^r,<* CröPrPi + ^Pö(fld + Qd) 



1 1 



worin alle Functionen willkürlich, nur die Q der Bedingung (37) 
unterworfen sind, oder da wieder 



ii**+i?*f(&<*+ •••+&**) 



ein vollständiger nach t genommener Differentialquotient ist, 

10* 
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9 9 9 

(39) H=^öc rd p' r p' 6 +^p' 6 R d +^jp r T r +U, 

1 11 

und umgekehrt nehmen, wie unmittelbar ersichtlich, nach (39) 
die ersten q Bewegungsgleichungen die Form an 

(*o - »i* *'**< -2 £ *: -i? w »<" + T '= p - 

i i * i * 

worin p l} . . ., p(, . . . fehlen, und wir finden somit, 

dass die nothwendige und hinreichende Bedingung dafür, 
dass die ersten q Lagrange' scJien Gleichungen von den Coordi- 
naten p lf . . ., p Q und deren ersten Ableitungen frei sind, die 
ist, dass das kinetische Potential die durch (39) dargestellte 
Form hat. 

Setzt man die gefundene Form von H in die zweite 
Reihe der 6 Lagrange'schen Gleichungen ein, so ergiebt 
sich unmittelbar 

(4i) -2»^ + 2K^"r^)"2 r *i»f 

' ^ Pr \dp 9 dt dp'J ^ dp 9 dt dp, ™ 

worin nunmehr die aus (40) sich ergebenden Werthe von 
Pif • • •? Pq'' einzusetzen sind. Da aber diese Substitution die 
Grössen p und p' selbst nicht wieder einführt, und die zweite 
Reihe der Lagrange'schen Gleichungen nur die Goordinaten 
pi, . . ., p a und deren Ableitungen enthalten soll, so dürfen 
die Grössen p 19 . . .,!>/, ... in (41) gar nicht vorkommen, und 
es müssen somit die Beziehungen 

dT d dT 

C 42 ) W-äiW = ° 

und 

dB d dB dT 

(43) W~TtW a -lpl-° 
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identisch befriedigt sein. Nach Hülfsatz 3. erfordert aber die 
Gleichung (42) für T r die Form 

(44) — T r = T lr (p lf . . .) p[ H h T ar (pl, . • •) Po + C r , 

worin c r eine Constante, und 

d T. d T m „ 

ist, wonach (43) in 

d dB dB 

jr ^^ r I rp 

~dtdp' t ~ dp s "r ±9r 
übergeht und daher 

(45) jßr=jßlr(Pl>'-.)Pl'H hÄr(|Jl,.-)^+ft(l»l;-) 

nach sich zieht, worin 

ist. Die Bewegungsgleichungen (41) nehmen somit die Form an 
(47) _^ jtfÄ , + |g_-|^-,., 

während das kinetische Potential (39) in 

Q 9 _ 

JT-JgU CrtPrPS+]>}po(RlSpl + • • • + 1U # + Ä) 



1 
9 



/dB . ai? 



i 

oder wieder durch Subtraction des vollständigen nach t ge- 
nommenen Differentialquotienten 

i 

in 



jff = ^*U CrjPrPi +^J C rPr 



1 
Q 



+^r p' r {B lr p' 1 + • • • + Rarp'a) + 17 
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übergeht. Setzt man endlich in die Gleichungen (47) die aus 
der mit Hülfe von (44), (45), (46) umgeformten Gleichung (40) 

-2^j Cr 6 fr - £ 2 Ä r # — * - P ' 
1 1 

sich ergebenden Werthe von p t " 9 . . ., p Q " ein, so zeigt eine 
leichte Rechnung, dass, wenn man 

a 

W— y^ Ü&iiCuBn + • • • + C e i-*W «,, + ••• 
1 "I" {CiffR/ti + • • • + Cp?-ß/<?) -ß»p} 

—2 \ c " +2 c >" p ' ) f( R i» d pi + • • • + *»***•) 

setzt, worin die Grössen C r , = C, r sämmtlich Constanten 
sind und unter dem Integral vermöge (46) vollständige Diffe- 
rentialausdrücke stehen, 

* dW d dW 



— /} P'iRit = 



dp, dt dp; 



wird, und die zweite Reihe der Lagrange'schen Gleichungen 

somit, wenn 

Ü+W=§ 
gesetzt wird, in 

t-£jf-*. c- 1 - 2 «> 

übergeht. Fassen wir die gewonnenen Resultate zusammen, 
so ergiebt sich der folgende Satz: 

Die nothwendige und hinreichende Bedingung dafür, dass 
die ersten q Lagrange'schen Gleichungen von den Coordinaten 
Pi> • • '9 Pq un d deren ersten Ableitungen frei sind y ist die, dass 
das kinetische Potential die Form hat 

H=^6 C rd p r p' 6 +2r p' r R r +2j r PrT r + ü, 
1 1 1 
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worin R, T, U willkürliche Functionen von p 19 . . ., p t ' f . . . sind, 
und c r 6 = c$ r ist. 

Fügt man femer die Forderung hinzu, dass auch die 
weiteren Lagrange' sehen Gleichungen von p ly -" 7 Pq y Pi, •••>?/ 
unabhängig sind, so ergiebt sich als nofhwendige und hinreichende 
Bedingung die Form des kinetischen Potentials 

H = ^r,d CrSPrP6 + ^f C r p r 
1 1 

* 9 
+ ^rp' r (R lr p' 1 + • • • + R ar p' a ) + U, 
1 

worin c r Constanten, R $r Functionen von p lf . . ., p a bedeuten, 
welche nur der Bedingung unterliegen , dass 

» 

ist und U eine beliebige Function von p 17 . . ., p t ', . . . darstellt. 
In diesem FdUe liefert die Elimination der Grössen p x ", . . . , p Q " 
zwischen den sämmflichen Bewegungsgleichungen für die letzten 
6 dieser Gleichungen in den Coordinaten p 19 . . . ; p a und deren 
Ableitungen wiederum Gleichungen der Lagrange' sehen Form 

dj& d_d§ _ ™ /- _ i o Ä \ 

dp, dtdp',~V' ^ 1 >">--> G )> 

worin das kinetische Potential die Form hat 

a 



worin C mn — C nm und C ß beliebige Constcmten darstellen. 

Hierbei ist wesentlich zu bemerken, dass dieser Fall auch 
Anwendung in der Mechanik wägbarer Massen findet; da H 
Glieder zweiter Dimension in den Ableitungen p t \ . . ,,p q f ent- 
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hält und somit entweder selbst das kinetische Potential eines 
Problems der Mechanik ist, wenn die linearen Glieder dieser 
Grössen darin nicht vorkommen, da die Bedingungsgleichungen 
die Zeit nicht explicite enthalten sollten, oder wenn diese 
vorkommen; das kinetische Potential eines Problems mit 
verborgener Bewegung im Helmholt z' sehen Sinne sein 
kann^ wenn die Coefficienten der linearen Glieder Constanten 
sind *). 



dp 



*) Mit Rücksicht auf die späteren Untersuchungen mag als Bei- 
spiel zu dem oben behandelten Fall ein System von nur zwei Lagrange- 
schen Bewegungsgleichungen in p und p vorgelegt sein, dessen kine- 
tisches Potential somit nach der oben gefundenen nothwendigen und 
hinreichenden Form durch 

H = cp'* + BiP p* + kp+ U 

dargestellt sein wird, worin c und k beliebige Constanten, 2^ eine be- 
liebige Function von p, und U eine solche von p und p' ist, und die 
Elimination von p, p\ p" zwischen den beiden Bewegungsgleichungen 
wird dann und nur dann wiederum eine Lagrange "sehe Gleichung 
liefern, deren Potential von der ersten Ordnung und zwar, wenn P 
Null ist, durch 

dargestellt ist. Für die Mechanik wägbarer Massen müsste H nur 
Glieder zweiter Dimension in p und p' enthalten, und wenn man 

U=U (p) + U t (p)p' + U t (p)tf* 

setzt, so müsste U 1 (p) = sein; es nehmen somit das ursprüngliche 
und transformirte kinetische Potential die Form an 

H - cj>'« + B, (p)p'p' + p'* U,(p) + hp+U (p) 
und 

$ = P'*(d,G») - ^ -VO») + 17 Q») - IjBtQßdp, 

und es folgt somit, dass dieser Fall keine verborgene Bewegung im 
Helmhol tz 1 sehen Sinne darstellt, da § lineare Glieder in p' nicht 
enthält. Für den gefundenen Werth von H lauten die beiden Be- 
wegungsgleichungen 

2cp" + Bt (p) p" + B t '(p) tf* - k = 
und 

■b, o»)j»" + *p" u t (p) + p-* u;® - u;<$ - $ , 
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Sind 

2) die ersten q Lagrange'schen Gleichungen von den 
Grössen p^', . . . , p^" frei, so wird unter Voraussetzung der 
Ausschliessung der Integration der Gleichungen nur die An- 
nahme zulassig sein, dass diese Gleichungen ausserdem noch 
entweder von den q Coordinaten oder von deren ersten Ab- 
leitungen unabhängig sind. 

Die Unabhängigkeit der q Bewegungsgleichungen von den 
zweiten Ableitungen erfordert zunächst für das kinetische 
Potential, da dessen zweite partielle Ableitungen nach j?/,...,^' 
genommen verschwinden müssen, die Form 

(48) #— 9l (p lf . . ., fc, . . ., p t ', . . .) ft' H 

und führt die ersten q Bewegungsgleichungen in 

(49 > {^-wJ p i + -'- + w r -wJ*i 

i dy df Pr , dtp r „ _ 

über. Sollen nun diese Gleichungen 

a) von den Coordinaten p lf - • -, p Q unabhängig sein, so 
muss dies auch für die Coefficienten von p s " der Fall sein 
und es wird daher <p r die Form haben 



und die Elimination von p" liefert die Gleichung 

p" (2 U t (p) - ^ *, »)*) + *"( D .'(1>) -sA« *'»)) 

+ ^B 1 (p)-U 9 '(p)~9, 

welche sich auch für den angegebenen Werth von § in der Form dar- 
stellen läset 

dp dt dp' Ä *' 
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(50) <p r = <o r (p x , . . ., p x ', . . .) 4- Ä r (Pi, . . ., p 1} . . .), 

und die Bewegongsgleichungen (49) werden in 

dSl r > da> r „ 

~Wx pl M pl r 

übergehen; da nun aber die Coefficienten von p x ', . . .,!>/ für 
sich ebenso wie der übrig bleibende Theil der Gleichung von 
den q ersten Coordinaten unabhängig sein müssen, so wird 
die letzte Gleichung, wenn 

dSl d& 

und 

fiq> da dSl 

( 52 ) $f r — jf x fc' "^ jf a Po = ß r (Pi , . . . , fc', . . , 

also 

(53) ,_ fc -y (^rf A + ... + ^j^) + ... 

+ «iä H h &<>p<> + *(fc, • • •, fc', • • •) 

gesetzt, und zugleich berücksichtigt wird, dass nach (52) 

d*& r d*A r 



also nach (51) 

ist, worin c rri = — c ri r eine Gonstante bedeutet und c rr *= 
ist, in 

(54) *llh'+ • • • + CrtPJ+Or — "^ fc' 

-^«t P - 

übergehen, die nun in der That von p 19 . . ., p Q frei ist 
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Da nun mit Einführung eben dieser Grössen das kinetische 
Potential vermöge (48) die Form annimmt 

e= (m t + Äi) A ' + ... + (©, + a 9 ) Pf ; 

oder, da a> rri = c rri ist, vermöge der Gleichung (51) aus den 
zur Herleitung von (5) angegebenen Gründen 




(55) H= 2l Pr\Crr+lPr+l + C r r+%Pr+%-\ V C rQ P Q + (O r } 

1 + &1Ä H h &<>P<> + 1>, 

worin C rr +i> • . . > Cre willkürliche Constanten bedeuten — 
welche, wie unmittelbar zu sehen, nicht nur die nothwendige 
sondern auch die hinreichende Bedingung dafür ist, dass die 
ersten q Lagrange' sehen Gleichungen von den Coordinaten 
Pi> - • -> Pq und deren zweiten Ableitungen imdbhängig sind — 
so gehen die weiteren 6 Bewegungsgleichungen in 

«r^f /da d da \ ^m .. dm 



4 V 4 



1 • " 1 

1 d± Al^ _ ra 

^ dp 9 dt dp' 8 *• 

über. Sollen nun die Grössen p lf . . .,p Q und deren Ableitungen 
aus (54) eliminirt werden können, so muss (56) von p ly ---,PQ 
selbst frei sein, also 

dä r d dä r _ 

W s ~diW,~ 
identisch erfüllt sein, woraus wieder nach Hülfsatz 3. 



9 
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ß, = «Mfc, • • .)# H h *<rrfol, . . .) pa + C r 

folgt, worin C r eine Constante und 

ist ; und es gehen somit die beiden Gleichungen (54) und (56) in 

(58) C lrP [ + &rpl + • • • + G-lrl£-l — Crr+llV+1 

— <7 rr +a2>r+ 2 C r ^ + O r — pi' (^ — *i r J 

und 

über^ während das kinetische Potential 27 nach (55) die Form 
annimmt 

(60) H=*}rpr [Crr+lPr+l+Crr+iPr+*-] h C^j^ + Cör } 

1 

+ l>l(4>lltf H h «>alpa + Gl) H 

setzt man nun die Werthe von p[ , . . . , p 9 und die daraus her- 
geleiteten von p't , . . .,^' aus (58) in die 6 Gleichungen (59) 
ein; so ist zu untersuchen, ob diese Gleichungen wieder die 
Lagrange'sche Form annehmen; und welches ihr kinetisches 
Potential ist. Um zunächst die geringste Anzahl willkürlicher 
Funktionen in den drei letzten Gleichungen zu haben, setze man 

f(&lrdp! H h &ardpo) = *r (pl, • • ., po), 

was der Gleichung (57) zufolge erlaubt ist; und es gehen die 
q Gleichungen (58) in 
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(61) CirPl + CirPi H h Cr-lrPr-l — C rr +lpr+l 

C rr +*Pr + 2 * * * CrqPq -\- C r = ^ \- P r 

und die Gleichungen (59) in 

(62) Ws «-*-- -r ^— ^+^1^7 + - 

'T^dp, ^dp 8 dt dp',~ & 

über, während das kinetische Potential die Form annimmt 

Q 

(63) H = ^r p' r {C rr +lPr+l+ Crr+2 Pr+2-j )r C rqPq+(Or} 

1 

/d$+ \ /d$„ \ 

+a(tt + ^)h---+*,(t/ + ^) + *- 

Da sich aber die Gleichung (61) auf die Gestalt bringen 
lässt 

gjj { CirPl + Ca r j?8 + # • # + C r — i r jp r — i — C rr + ljV+1 

— Crr+%Pr+% C rq P q — O r + * r } = P r — C r , 

worin r eine Function von pi,--. f po> und © r eine solche 
von pi 9 . . .,p af p[, . . ., p f a ist, so werden wir auf den oben 
behandelten Fall geführt, in welchem die linken Seiten der 
ersten q Lagrange'schen Gleichungen sich als vollständige 
nach t genommene Differentialquotienten darstellen lassen, in 
welchen die Basis des Differentials von p[ , . . . , p^ unabhängig 
ist, und für diese Formen war gezeigt worden, dass für be- 
liebige q und für e = 1, wenn die äussern Kräfte P Null 
oder Constanten sind, die letzte Bewegungsgleichung wieder 
die Lagrange'sche Form annimmt, während für a > 1 dies 
im Allgemeinen nicht statthat, sondern bestimmte Beziehungen 
zwischen den im kinetischen Potential enthaltenen Functionen 
erfordert. 

Wir finden somit, 

dass die nofhwendige und hinreichende Bedingung dafür, dass 
q Lagrange'sche Gleichungen von den zweiten Ableitungen der 
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Coordinaten p lf . . .,p Q und von diesen seihst unabhängig sind, 
dass ferner die sämmäichen anderen Bewegungsgleichungen die 
Coordinaten p x , . . . , p Q ebenfalls nicht enthalten, die ist, dass das 
kinetische Potential die Form besitzt 

Q 

S= S? Pr {Crr+iPr + 1 + C r r+*Pr+* "\ \~ C r ^p Q -f- ö r } 

1 

worin C t , . . ., Cq, C rr +i , . • . , C rQ Constanten sind, m ± , . . . , co ? 
und il> Functionen von pi 9 . . ., pi 9 . . . und O x , . . . , d> ? Func- 
tionen von pi , . . . , p a bedeuten, oder, wie leicht durch Hinzu- 
f&gung eines nach t genommenen vollständigen Differential- 
quotienten ersichtlich ist, die äquivalente Form 

S = ^T Pr{Crr+lPr+l + Crr+%Pr+% H \~ C rQ p<> + W r } 

1 

worin W r und ty willkürliche Functionen von p lf . . . , p a , p[, ...,p' a 
darstellen. In diesem Falle gehen die ersten q Lagrange 9 sehen 
Gleichungen in die vollständigen IHfferentialausdrücke 

fa[Ci r Pl + C% r P% + •••-}- Cr—lrPr—l — Cy-r+liV+l 

— C rr +2Pr+ 2 C rq P q — W r ] = P r + C r 

über, während die Beihe der folgenden Bewegungsgleichungen die 
Gestalt annimmt 

Pr \dp, dt dp'J j£ Pr dp', "*" dp, dt dp', ~ V" 
i i 

und diese Gleichungen lassen sich für beliebige q und 6=1, 
wenn P t , . . ., P q Null oder Constanten sind, cmf die La- 
grange 9 sche Normalform 

dp x dt dp x ' «■" 
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mit dem "kinetischen Potential erster Ordnung § reduevren, 
wahrend für 6 > 1 Bedingungen zwischen den im kinetischen 
Potential enthaltenen Functionen hinzutreten müssen. 

Dieser Fall ist somit wieder, wie aus der Form des kine- 
tischen Potentials H hervorgeht, in der Mechanik wägbarer 
Massen ausgeschlossen. 

Die Unabhängigkeit der q Lagrange'schen Gleichungen 
von den Grössen jpi', . . . , p^ hatte die Form (48) für das kine- 
tische Potential erfordert, und es blieb nur noch der Fall zu 
betrachten übrig, dass 

b) eben diese Gleichungen von den Grössen jp x ', . . . , p' q 
unabhängig sind, und eine Elimination der Werthe der Co- 
ordinaten p 19 . . ., p$ und der daraus hervorgehenden Ableitungen 
derselben aus der folgenden Reihe der Bewegungsgleichungen 
vollzogen wird. 

Aus der Form (49) der ersten q Bewegungsgleichungen 
folgt, dass die Unabhängigkeit derselben von den Grössen 
Pi> • • '9 Pq di e Bedingungen nach sich zieht 



(64) 






9 
und daher diese Gleichungen selbst die Form annehmen 

(86) ?£-»** W^ a ~W^ Wj a=Pr > 

worin fp x , . . . , gp ? , <p von p t , . . . , fa , . . . , p/, . . . abhängen, und 
das kinetische Potential die Form besitzt 

(66) H = KPi H h <p 9 p 9 + y. 

Mögen sich nun aus den q Gleichungen (65) die Werthe 
ergeben 

(67) Pr^nr&Piy-'Pif-jPi"*'--)' 
woraus 



m *-%+2%*+2%*+2%*. 
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d*fo *v i / d*co d*& d*a> \ 

(69) p r -= ^ +2^^!+ ^»är + g^vr) 

« ^ ■i / ()*& d*m d*w \ 



i 

a ^ a 



+2^^'+2^K^fe^ + "* + ^ pl ' +, " + aW ,,r+ '") 



1 1 



+2ä^^'+2^X^Ä p, ' + "' + W^ pi ' + '" + äiÄ pl '' + "") 



da>. 



J_ ^3 *" r W" 

folgen, und setzt man diese Werthe in das Gleichungsystem 

dp 9 dt dp', ^ 
oder 

(70) *'§*+... +*-|£ A - ' «£ 

-A'(^kA' + - + ^fcfc' + - + ^fe^+-) 

ein, so folgt unter der Voraussetzung, dass die 6 Gleichungen 
wiederum ein kinetisches Potential erster Ordnung haben sollen, 
dass die Coefficienten von #'" und p"' verschwinden müssen. 
Daraus ergiebt sich aber zunächst, wie leicht zu sehen, dass 
die identischen Gleichungen bestehen müssen 

(s,X=\,2, ...,«), 

worin die eingeklammerten Grössen wieder die Werthe der- 
selben nach der Substitution bezeichnen sollen, and somit, 
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wenn wir wieder wie früher die Fälle ausschliessen, welche spezielle 
Beziehungen zwischen den Functionen q> 19 <p 2 , . .., q>^ bedingen, 

w (m - °> (&) - °-- fö) - °-' 

dann folgt aber aus der identischen Gleichung (65) 

<"> <$-<%)«--<&)*-'» 

dass die p r die p/' nicht enthalten dürfen, dass also 

(74) P r =*r(*fPl9--->Plf-) 0der ä^f = 

sein wird. Da nun in dem Ausdrucke (69) die mit pT multi- 
plicirte Klammer verschwindet, so wird der Coefficient von pi" 
nach der Substitution der Werthe (67), (68), (69) in (70), da 
p' r wegen (74) pj" auch nicht mehr enthält, vermöge (72) Null 
sein, also weder px" noch $" in den 6 Lagr angesehen Glei- 
chungen enthalten sein. 

Da aber mit Beibehaltung der Klammerbezeichnung 

u WV ^ WdpJ dp, + 



dp x 

dPx ~ KdP'.dPx) "^ WV api 



+ 



und durch Multiplication mit p'i, p'{, durch Addition der Glei- 
chungen und Summation nach X sich nach (68), wenn wir 
der Kürze halber annehmen, dass die <o r Ton t unabhängig 
also die P Null oder Constanten sind, 



* 1 * 






■ ( P<Pr \ , ( P*r \ ,_ 

~ \dp;dpJ Pl wv A 

Kocnigsberger, Principien d. Mechanik. 11 
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ergiebt, so werden die mit p t ', p % ', . . . multiplicirten Klammern 
in der Gleichung (70) verschwinden, und die 6 Lagrange- 
schen Gleichungen nach der Substitution somit die Form an- 
nehmen 

w m(%)+---+w(%)+(£H©-*. 

oder 

(ft)fö fc ' + - + £*" + "-) + -" 

Da aber 

so wird 
^*J dt\ßp'J dp, dt dp', 






sein, und daher, um zu untersuchen, ob sich die Gleichungen 
(75) wieder in die Lagrange'sche Form setzen lassen, nur 
festzustellen sein, ob sich mit Benutzung der Gleichung (73) 
die identische Beziehung 

dt dp; 



sZKdpJdp, ~*~ dt^2 \d P J dp' t ~dp, 



erfüllen lagst, wenn K eine Function von p v . . . , p^', . . . sein 
soll. Setzt man nun 



W, ^ dp, 



"r /d<p \ j 
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so dass (76) in 

<">£-;§(£)(&*'+■••+£*-+•••) 

übergeht, so folgt mit Berücksichtigung des Werthes von ( jp-Y 

wie die Gleichung (73) ihn ergiebt, dass die Coefficienten 
yon ps und pi' auf beiden Seiten der Gleichung (77) die Be- 
ziehungen liefern 

Ws ~Zl W / dpi > dp; "VZT W ) dp; > 



woraus wieder 

folgt. Für 6 > 1 würde diese Gleichung somit wieder eine 
Beziehung zwischen den Functionen tp 17 . . ., tp q erfordern, was 
yon vornherein bei der Untersuchung ausgeschlossen war; ist 
jedoch q beliebig und 6 = 1, so geht die linke Seite der 
Gleichung (76) vermöge (73) in 



oder unter der Voraussetzung, dass die P r Null oder Con- 
stanten sind, wenn man 

(79) X — ff £%<&)*/ -5i* + 

e/ i i 



setzt, in die verlangte Form 
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dK_d_ m 
dp dt dp' 

über*), und wir finden somit, 

dass die nothwendige und hinreichende Bedingung dafür, 
dass die ersten q Lagrange' sehen Gleichungen von dm ersten 
und zweiten Ableitungen der Coordinaten p x , . . . , p 9 unabhängig 
sind, die ist, dass das kinetische Potential die Form hat 

H^VliPl* • • ->Pl; • • •> Pl'>- • -)ft'+ ' ' " 

+ <Pq(Pi j • • • 9 Pif ' • • > PiV • -)P<> + 9 (Pl> •'•>Pi>~->Pif •)• 

Soll nun die Elimination von p t , . . . , p 9 für die weiteren 
6 Bewegungsgleichungen toieder Gleichungen der Lag ränge* sehen 
Form mit einem "kinetischen Potentiale erster Ordnung liefern, so 
ist, wenn nicht specidle Beziehungen zwischen den tp-Fwndionen 



*) Sei z. B. 

H = p'(p* + p' + p'*p + p') + 2pp'p-p'p i -jp + 1, 
so lautet die erste Lagränge "sehe Gleichung, wenn die äussere Kraft 

Null ist, 

»fp + 1-0, 

ist also von p und p" frei und liefert p = — ^—7 • Setzt man diesen 

Werth in die zweite Bewegungsgleichung 

— ipp'p" — %p'p* — %p' pp" — p" + *pp' — $ 
ein, so ergiebt sich 

2j>'» *' 

Da aber im vorliegenden Falle 

<p = 2pp'p — p'p* —p+ 1, 
also 

ferner 



(*) - •'• 



dp) r ' dp' 2p'*' 

so wird 

wofür in der That 



ist. 



dp dt dp' * 
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bestehen sollen, nothwendig und hinreichend, dass tf = 1 und die 
Kräfte P t , , . . , P 9 Null oder Constanten sind, und zwar nimmt 
dann diese Differentialgleichung die Form 

d$ d_ djb_ «i 

dp dt dp' ~ * 

cm, worin das kinetische Potential erster Ordnung 



•/ 1 1 



o, 



ist, und die eingeklammerten Ausdrücke die Werthe derselben nach 
Substitution der aus den ersten q Bewegungsgleichungen her- 
geleiteten Ausdrücke der p 1} . . ,,p Q als Functionen vqn p und p' 
bedeuten. 

Auch dieser Fall kann, wie aus der Form von H hervor- 
geht, in der Mechanik wägbarer Massen nicht vorkommen. 

Somit sind alle Falle untersucht, in denen die Beschaffen- 
heit einer Reihe von Bewegungsgleichungen eines Systems mit 
einem kinetischen Potentiale erster Ordnung, ohne etwaige 
Integrationen auszuführen, die Elimination von Goordinaten 
gestattet, und wiederum auf Lagrange'sche Gleichungen mit 
einem kinetischen Potential erster Ordnung fuhrt, somit auch 
alle Fälle der erweiterten verborgenen Bewegung ermittelt, 
welche kinetische Potentiale voraussetzen, die nur von den 
Goordinaten und deren ersten Ableitungen abhängen, und zwar 
ergeben sich als notwendige und hinreichende Formen für die 
Möglichkeit dieser Elimination die folgenden fünf: 

1) wenn die den Goordinaten p ly . . ., p Q entsprechenden 
linken Seiten der Lagrange' sehen Bewegungsgleichungen für ein 
von t freies kinetisches Potential vollständige nach der Zeit ge- 
nommene Ableitiungen von Functionen aller Coordinaten und deren 
ersten Ableitungen sind, die jedoch p x , . . . } p 9 selbst nicht ent- 
halten, 

H=ü (p l9 ...,po, Pl, • • •> Po> Pl, • • >,Pq) , 

worin & eine wülkürliche Function der eingeschlossenen Grössen 
darstellt, 
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2) wenn unier derselben Voraussetzung der DarsteUbarkeU 
der linken Seiten von q Lagrange 9 sehen Gleichungen als voll- 
ständige Differentialquotienten die Basisfwtctionen dieser Diffe- 
rentialquotienten von p±, . . ., p^ unabhängig sind, für q + 1 
Lagrange'sche Gleichungen 

H= /*Pr (Crr+lPr+1 + C rr +%Pr+S ~\ f" C rQ Pg + (p r ) + 9 , 

1 

worin C rr + ly . . ., C ro willkürliche Constanten, und <p ly . . . , q> Q , <p 
beliebige Functionen von p und p' bedeuten, 

3) wenn die ersten q + 6 Lag ränge' sehen Gleichungen 
von p 19 . . .jPqyPi, . . -,Pq frei sind } 

H — j2, d CröPrPd + ^}Pr (^1 r Pl + -% r W H h -R<rr |) ff ') 

1 1 

+^ <*ft- + 17, 

1 

worin c r und c r t = c& r willkürliche Constanten, B tr beliebige 
Functionen von p ly . . ., p a bedeuten, die der Bedingung unter- 
liegen 

dB dB 9r 



und U eine beliebige Function von p 1} . . ., p a , p t ' 9 . . ., pa dar- 
stellt, 

4) wenn die sämmüichen q -\- 6 Bewegungsgleichungen von 
Pu • - -,Pqj die ersten q Gleichungen ausserdem noch vcnp" r .. } p£ 
frei sind, für 0=1 

H » ^rPr [ Crr+lPr+l + ^rr+2 jV+2 H |~ Cy-? .P? + *&r } 

1 

1 

worin C x , . . ., C Q9 C rr +i, . . ., Cy^ willkürliche Constanten sind, 
und W r sowohl wie 4> willkürliche Functionen von p und p' 
bedeuten, 
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5) wenn die ersten q Lagrange 9 sehen Gleichungen von den 
ersten wnd zweiten Ableitungen der Coordinaten p i} . . ,,pq un- 
abhängig sind, wnd nur q + 1 Bewegungsgleichungen vorgelegt 
sind, 

-ff— 9i(A> • • ->Pv P> P')Pi'-\ \-<Pq(Pi> • • -fPv Pf P')Pq 

+ 9(Pl9--->PV P> P')> 

worin g> 1} . . ., fy, <p wülhürUche Functionen ihrer Argumente 
darstellen, 

überall von einem vollständigen nach t genommenen Diffe- 
rentialguotienten einer willkürlichen Fundion aller Coordinaten 
abgesehen. 

Die vorausgegangene Behandlung des Problems selbst 
zeigt, wie die Untersuchung auf kinetische Potentiale auszu- 
dehnen ist, welche beliebig hohe Ableitungen der Coordinaten 
enthalten, wie sie den bisherigen Untersuchungen zu Grunde 
gelegt wurden. 

§ 16. 
Helmholtz's Fall der unvollständigen Probleme. 

Die von Helmholtz für die Mechanik wägbarer Massen 
gegebene Behandlung der unvollständigen Probleme lässt sich 
unmittelbar auf den Fall übertragen, in welchem das kinetische 
Potential ITeine beliebige Function von t,p 19 . . .,p Q9 p t , . . ., p a 
und deren ersten Ableitungen ist. 

Wird angenommen, dass 

Pi = c i y A = c a y • • • ? Pq = c q ) 
worin die c r Constanten bedeuten, mögliche Lösungen des 
Problems sind, und setzt man weiter voraus, dass die Glieder 
in 27, in welchen p/, p s ' f . . . , p^ linear vorkommen, Coeffi- 
cienten besitzen, welche nur von p 19 p %} . . ., p Q> aber nicht von 
t> Pi> • • •; Poj Pi> • • •; pa abhängen, — in der Mechanik wäg- 
barer Massen enthält H nur Glieder zweiter Dimension in 
Pt> • - ->Pi> Pi> • • •> Poy und es braucht also nur die von Helm- 
holtz aufgestellte Bedingung 
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dp; dp; 

hinzuzukommen — so werden die ersten q Lagrange'schen 

Gleichungen 

dH_± dJL^ p 

dp r dt dp; r 

oder 

dB d'H 

dp r dp; dt 



2! dp;d Px Px 2jdp;dpi px 



~ 2Sdp;dp* $ 2ldp;d*r 9 ~ r} 

da denselben der Voraussetzung nach die Werthe 
genügen, in 

übergehen. Berechnet man aus diesen Gleichungen 

A — m i(ßf Pi> - • •> P<*> Pu • • •? fcO> • • * 

P? = &(> Q, Pl, • • ., Po, Pl } • • ., Pa) 

und setzt diese Werthe in die 6 weiteren Lagrange'schen 
Gleichungen ein, so erhält man mit Beibehaltung der früheren 
Bedeutung der Klammerausdrücke 

Da aber wieder 

8(H) 



9p. 
SP 



T ^( d A+fr(^-) d ^(m+frP r ^- 

\dPs/ ^fi \öPr > ÖP, \dpJ^^Li r dp, 



so folgt aus (1) für den Fall, dass die P r als Functionen von t 
gegeben sind, 
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d(H) d d(H) 





= %, 



dp, dt dPj 
and es haben diese 6 Bewegungsgleichungen somit, wenn 



(S) -^ P r a> r - $ 



gesetzt wird, die Lagrange'sche Form 

worin £ wiederum ein kinetisches Potential erster Ordnung ist. 

Sind somit unter den durch q -f- 6 Lagrange'sche Glep- 
chungen definirten Bewegungen eines Systems solche möglich, für 
welche p 17 p%, . . ,,p Q Constanten sind, und besitzt das kinetische 
Potential H die Eigenschaft, dass die Glieder, in welchen p t ' , . . ,,pg 
linear vorkommen, Coefficienten besitzen, welche nur vonp v p ir ..,p Q , 
aber nicht von t, p lf . . ., p a , pu . . ., pa abhängen, so wird man, 
wenn in den ersten q Gleichungen />/= ft' = • • • = Pq =0 
gesetzt und die p\, . . .,pq aus diesen durch t, pi, . . ., p a , pi, . . .Jp£ 
ausgedrückt in die 6 weiteren Bewegungsgleichungen substituirt 
werden, wiederum 6 Lagrange'sche Gleichungen mit einem kine- 
tischen Potential erster Ordnung erhalten, das, wenn g>\, . . ., <o Q 
die substituirten Werthe sind, durch 

$ = (IZ)-^P r <D r 

1 
dargestellt ist. 

Dieser Fall schliesst die Bedingungen der erweiterten mono- 
cyclischen Systeme ein. 

Auf die Untersuchung weiterer Fälle, in denen auch andere 
mögliche Lösungen des Problems bekannt sind, soll hier nicht 
naher eingegangen werden. 
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§ 17. 

Ueber die Erniedrigung der Anzahl der Coordinaten 
Lagrange'scher Bewegungsgleichungen durch Erhöhung der 

Ordnung des kinetischen Potentials. 

Nachdem die Untersuchung der notwendigen und hin- 
reichenden Bedingungen für die Form eines kinetischen Potentials 
erster Ordnung dafür durchgeführt worden ist, dass die Elimi- 
nation einer Anzahl von Coordinaten aus dem Systeme Lagrange- 
scher Bewegungsgleichungen auf eine geringere Anzahl von 
Lagrange'schen Gleichungen führt, denen wiederum ein kine- 
tisches Potential erster Ordnung zu Grunde liegt — eine Unter- 
suchung, die für die specielle Form der Trennung des kine- 
tischen Potentials in actuelle und potentielle Energie für die 
Mechanik wägbarer Massen allein in Betracht kam — wird 
bei unsern allgemeineren Untersuchungen die wesentliche und 
interessante Frage in den Vordergrund treten, ob für ein 
System Lagrange'scher Bewegungsgleichungen mit einem 
kinetischen Potential oder Kräften bestimmter Ordnung durch 
Elimination von Coordinaten eine Reduction der Anzahl der 
Gleichungen möglich ist, wenn das neue System wiederum 
durch Lagrange'sche Gleichungen, aber für ein kinetisches 
Potential oder für Kräfte höherer Ordnung dargestellt werden 
soll, oder kürzer gefasst, ob für die Bewegung eines Systemes 
von Punkten unter dem Einfluss von Kräften einer bestimmten 
Ordnung die Bewegung eines Theiles dieser Punkte beschrieben 
werden kann durch die Einwirkung von Kräften höherer 
Ordnung. 

Wir wollen zunächst den Fall von zwei Lagrange'schen 
Gleichungen mit den Coordinaten p und p betrachten, welche 
zu einem kinetischen Potential erster Ordnung gehören, welches 
auch t explicite enthalten darf, 



WdH d dS p 



(2) !?-£!?-¥. 



dp dt dp 

dH_ d dB. 

dp dt dp' 
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und annehmen, dass die erste dieser Gleichungen p" nicht 
enthält, dass also 

ist, so folgt unmittelbar, dass dieselbe auch von p frei sein 
muss, da der partielle Differentialquotient der linken Seite der- 
selben nach p genommen 

d*H _ _d d*ll d*H_ 

dp dp' dt dp* dp' dp 

vermöge (3) identisch verschwindet, und H die Form hat 

(4) H - f(t, p, p, p^p' + /i (t, p, p, p 9 ), 

welche somit nofhwendig und hinreichend dafür ist, dass die 
Lag ränge 9 sehe Gleichung von p' vmd p" unabhängig ist. 

Um nun die Coordinate p und ihre Ableitungen aus (1) 
und (2) zu eliminiren, folge aus (1) 

(5) p = *(t,9,p;p"), 

also 

/ da* , da ./ , da „ . dto f „ 

und setzt man diese Werthe fär p, p } p" in die zweite La- 
grange'sche Gleichung (2) ein, so erhält man in den früher 
gebrauchten Bezeichnungen 

Substituirt man aber diese Werthe in H, so wird (£T) 
eine Function von t, p, p', p", p"\ welche p'" nur linear ent- 
hält, so dass die Beziehungen bestehen 

d(B) _ (dB\ . (dH\ fy . (dH\ d£ 
dp ~ \dp) "t \dp ) dp "♦" \dp) dp > 
d(H) _ (dH\ , (dH\ dp_ , (dH\ dp 

dp' ~ \dp') + \dp ) dp' "+" \dp') dp' 

d(H) _ (dH\ dp_ , (dH\ dj_ d(H) _ /dH\ dp_ 
dp" ~ [dp ) dp" "+" [dp'J dp" > dp"' ~ \dp') dp'" > 
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oder da nach den Hülfsformeln des § 2. 

dp' d^ dp dp' d dp . dp 

dp~didp y W~diW^~dP' 
dp' d^ dp , dp_ dp' _ dp 

d$'~dtW~^W w r ~w 

ist, 

d{H) _ (dH\ , (W \ fy , (dH\ d^ dp 
dp ~ \dp ) "^ \dp ) dp ■+" \dp) dt dp ' 

d{H) _ /dH\ , (dH\ dp_ , (dH\ rd dj_ , dpi 

dp' ~ \dp') "•" Up ^ »»* "+" \dp') Ldt dp' "•" apj' 

8(g) _ /aff\ dp , (dH\ \<^dp_\ dpi WH) _ (dH\ dp_ 

dp" ~ \dp ) dp"~ "•" \dp') ldt dp" "+" w J' ar' — w) dp" ' 

Hieraus folgt aber unmittelbar die Identität 

d(H) _ d^ dQH) , d» 0(2*) _ d^ 0(27) _ (dH\ _ d^ /W\ 
dp dt dp' ~T~dt* dp" dt 9 dp'" ~\dp) dt\dp')' 

und die zweite Bewegungsgleichung (6) nimmt somit die 
Form an 

^ } dp dt ~djT*~ r dt* dp" dt 9 dp'" ~ V' 

beschreibt also die Bewegung der Coordinate p mit Hülfe des 
kinetischen Potentials (H), welches von der dritten Ordnung, 
aber linear in p'" ist. Nach dem Hamilton'schen Princip des 
§ 6. wird also die Bewegungsgleichung (6), welche eine Diffe- 
rentialgleichung 4** Ordnung ist, äquivalent sein der Variations- 
gleichung 

(8) fif((H) — yp)dt = 0, 

was von vornherein hätte geschlossen werden können, wenn 
wir nicht die obige Deduction mit Rücksicht auf die früheren 
Auseinandersetzungen vorgezogen hätten. Aber es ist auch 
leicht zu zeigen, dass für das kinetische Potential dritter Ord- 
nung ein solches zweiter Ordnung substituirt werden kann; 
denn da (J5T) in p'" linear ist, also die Form hat 

(9) (S) = F(t, p, p', p") p'" + F, (t, p, p', p"), 
so wird, wenn 



Jt 
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i,=fF(t,p,p',p")dp" 
gesetzt und 

(10) K=% _/£ dp" + p>f% dp" + p"j% dp' 

+ F{t, p,p',p")p'" 

bestimmt wird, weil K ein vollständiger nach t genommener 
Differentialquotient ist, nach Hülfsatz 3. 

h 
dfKdt = 

sein, und diese Gleichung somit von (8) abgezogen 

dfißD - K - $p)dt = */($ - $y) dt 

liefern, worin 

vermöge (9) und (10) ein kinetisches Potential zweiter Ord- 
nung darstellt*). 

*) Es geht aus der obigen Darstellung hervor, dass ein kinetisches 
Potential einer Variabein und beliebiger Ordnung, welches die höchste 
Ableitung der Coordinate nur linear enthält, stets durch ein anderes 
kinetisches Potential von einer um eine Einheit niedrigeren Ordnung 
ersetzt werden kann, aber wir können diese Bemerkung noch allgemeiner 
fassen, so dass sie eine Ergänzung zu dem Hülfsatz 4. liefert, die wir 
erst an dieser Stelle hinzufügen, um ihre Anwendbarkeit deutlicher 
hervortreten zu lassen. Es waren oben die notwendigen und hin- 
reichenden Bedingungen dafür aufgestellt, dass eine von t, p, p\ ...,p( 2v ^ 
abhängige Function N ein kinetisches Potential M besitzt, oder dass 
eine von t, p, p\ . . . , p^ abhängige Function M ezistirt, von der Be- 
schaffenheit, dass 

(a) d CMdt= CNdpdt 



'o 



ist. Läset man aber die Bedingung fallen, dass das kinetische Potential 
von der ? ten Ordnung ist, und fragt nach den Existenzbedingungen für 
ein kinetisches Potential M beliebig höherer Ordnung q, so dass 

dp dtdp'^ +( lj d tf-i ^-d ^ ' ditdiW' 



k. u 



J * * l "*' 
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Wir finden somit, 

dass wenn von zwei Lagrange'schen Gleichungen die eine 
derselben von der zweiten Ableitung der zugehörigen Coordinate 
unabhängig ist, die Elimination dieser Coordinate und deren 



worin q > v ist, so ist zunächst leicht zu sehen, dass — pr von p® 

unabhängig sein muss, weil sonst die rechte Seite die Ableitung j/ 1 ^ 
enthalten müsste, während die linke Seite nur von der 2r ten Ordnung 
ist. Hat nun aber M die Form 

M - » (t,p, p' p*-«) p® + + («, p, p', . . . , p**- 1 )) , 

und bildet man die Function 

» =/<?(*, P,P', . . ., i> (e_1) ) dp«- 1 *, 

so wird 

und da K ein vollständiger nach t genommener Differentialquotient, also 
(ß) djKdt=0 

ist, so liefert die Differenz der Gleichungen (a) und (ß) 
d C{M — K)dt = d JM x dt=* CNBpdt, 

worin M x somit ein kinetisches Potential von N ist, aber vermöge seines 
Werthes M — K die Ableitung p® nicht mehr enthält. Nun muss 
aus denselben Gründen, wenn noch q — 1 > v ist, M x linear in 
pbl~~ 1 ) sein, und in Folge dessen ist wieder ein neues kinetisches 
Potential 3f, herzuleiten, welches nur noch p^~~^ enthält, u. s. w., so 
dass sich der Satz ergiebt: 

Besitzt eine Function N, welche die Ableitungen bis zur 2v 1en Ord- 
nung enthält, ein kinetisches Potential q ter Ordnung, worin $ > v ist, 
so muss dasselbe die Ableitung p® linear enthalten; befreit man dasselbe 
in der angegebenen Weise von pW, so darf das neu entstehende kinetische 
Potential q — V er Ordnung p^~" 1 ^ nur linear enthalten u. s. w., und 
man erkennt durch diese successive Beduction, dass, wenn eine Function 
N von der 2?*" Ordnung überhaupt ein kinetisches Potential irgend 
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Ableitmgen ms den beiden Gleichungen auf eine Differential- 
gleichimg vierter Ordnung führt, die ein kinetisches Potential 
zweiter Ordnung besitzt*), 

dass also die Bewegung der zweiten Coordinate durch die 
Einwirkung einer Kraft der nächst höheren Ordnung be- 
schrieben werden kann. 

Es ist aber auch leicht zu sehen, dass nicht nur die hin- 
reichende sondern auch die nothwendige Bedingung dafür, dass 



H=pp'p' + Z- 



welcher Ordnung besitzt, dasselbe auch ein kinetisches Potential **" Ord- 
nung besitzen muss, die oben angegebenen nothwendigen und hinreichenden 
Bedingungen somit die Existenz eines kinetischen Potentials Überhaupt 
charakterisirten. 

Die Ausdehnung dieser Sätze auf kinetische Potentiale von mehreren 
Variabein ist unmittelbar ersichtlich. 

*) Sei z. B. das kinetische Potential erster Ordnung 

2 

gegeben, und sei P=0, so dass die beiden Lagrange* sehen Glei- 
chungen lauten 

p — *>'■ — pp" =0 und - pp" = $, 

so wird die Elimination von p und p" die Gleichung liefern 

- *(3to"*+ 4»'*'" + **"") = $. 

Bildet man aber 

(H) = w"P" + OW + y *>'*+ Y >'*"*> 

so geht die Gleichung 

d(H) d d(H) d* d(H) d* a(g)_ <R 
dp dt dp' ~*~ dt* dp" dt* W "~ * 

in die eben erhaltene zweite transformirte Bewegungsgleichung über, 
in welcher nach der obigen Darstellung, wenn 

y « p*p'p", also K = p*tfpT + 2pp'*p" + p*p"* 

gesetzt wird, das kinetische Potential (H) durch 

$ = (H) - K = 2 W'p" + 1 p'<- i- j>V* 

ersetzt werden kann, für welches dieselbe Bewegungsgleichung durch 

dp dt dp' + dt* dp" "~ * 
dargestellt wird. 
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ein kinetisches Potential dritter Ordnung auf eine Differential- 
gleichung vierter Ordnung führt, die ist, dass dasselbe linear in 
der dritten Ableitung sein muss, 

denn, wenn in dem Ausdrucke 

d$ _ d^ d§_ , d* d§ d* d§ 



dp dt dp' ' dt* dp" dt 9 dp'" 

zunächst p {vr> fehlen soll, so muss 

|l-, = oder § = <p(t,p,p',p")p'" + <p 1 (t,p,p',p") 

sein, und ist dies der Fall, so wird, da der Coefficient von p (F) 
nur aus den beiden letzten Gliedern des Ausdruckes entsteht, 
und derselbe, wie unmittelbar zu sehen, verschwindet, auch p (F) 
in der Differentialgleichung nicht enthalten sein. 

Fehlt aber p" nicht nur in der ersten sondern auch in der 
zweiten der beiden Lagrange' sehen Gleichungen, so müssten die 
Bedingungen erfüllt sein 

d % H n , d*H A 

und somit H die Form haben 

B = A (t, p, p)p' + f t (t, P , p, p% 

so dass die beiden Differentialgleichungen lauten 

* dp dt "T dp ~ r 

dp'** dp'dp p dp'dp p dp'dt^ dp ^ p dp ~ *> 

setzt man nun den aus der ersten dieser beiden Gleichungen 
sich ergebenden Werth 

p = F(t, p, PO 

in die zweite Gleichung ein, so ergiebt sich nur eine Diffe- 
rentialgleichung zweiter Ordnung in p, und da 

H~f 1 (t,F,p)(?£ + d £p'+ d 1 *p")+f i (t,F > p > p') 
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in p" linear ist, so giebt es also in diesem Falle stets ein kine- 
tisches Potential erster Ordnung*). 

Enthalt die Gleichung (2) die Ableitungen p" und p nicht, 
so müssen die Bedingungen erfüllt sein 

d*H d*H d*H 



dp' dp > dp dp dp' dp' 

und daher 

(11) H = 9l (t, p, p, p) + y 2 (t, p, p, p'), 
worin 

dpdp'~dp2p' — **">*> P) > 
also, wie leicht zu sehen, 

(12) H = p'<o x (t, p, p) + p'<o 2 (t, p } p) + oj 3 (*, p, p*) 

+ <Ot(t,p,p') + <D 6 (t,p,p), 
worin 

( 13 ) ^ = £ 

sein muss; dann werden aber die beiden Lagrange'schen 
Gleichungen, wie unmittelbar folgt, lauten 



(14) 



wid somit die erste von p' und p", die zweite von p und p" 
unabhängig sein. 

Entnimmt man nun aus der zweiten Gleichung den Werth 

p - nt, p, p' pi, 

*) Setzt man z. B. 

fi=p* + pp> U = PPP'\ 

so lauten die Lagrange'schen Gleichungen 

— P + PP'°=0, ~ ZPPP" - ZP'PP' — PP'* + PP = °> 
und das Eliminationsresultat 

wofür das kinetische Potential die Form hat 

S - - T W». 

Koenigsberger, Principien d. Mechanik. 12 



dco s . d(o 6 
dp ' dp 


d(o t 


ax 


dp' dp * 


dp'* v ~ J 


dt 


dp dt 


dat A . d(o b 
\ dp ■ dp 


dn % 

dt 


d*a> 4 
dp'dt 


d*<o 4 , 

dp'dp* 


dp'* 9 V> 
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indem man die äussern Kräfte P und Sß als gegebene Func- 
tionen von t betrachtet, und substituirt diesen Werth nebst 
seinen Ableitungen in die erste Differentialgleichung, so erhält 
man eine Differentialgleichung vierter Ordnung in p, für welche 
das kinetische Potential H in eine Function übergeht, welche 
die Grösse p'" im Allgemeinen nicht nur linear enthält, und 
für welche also auch im Allgemeinen ein kinetisches Potential 
zweiter Ordnung nicht existiren wird. Um nun zu untersuchen, 
unter welchen Bedingungen das Eliminationsresultat 

V \ dp / ' \ dp ) \ dt ) \ dp'dt ) 

ein kinetisches Potential zweiter Ordnung besitzt, bilde man 
dQ___ ( d*<* 9 \ df df / a a o> 8 \ df _d?L(P»t\df_ 

dp'" ~ Kdp^dt) dp" dt [dpdp'V dp" dt* \dp' 9 ~) dp" 

_ ( d**, \ ( 9 d_K.\K\ 

\dp*)v~dt dp" "T" dp')' 

dQ _ /» a «»\ df 

dp""~ \dp'*)dp"> 

und es muss zunächst nach Gleichung (24) des § 3. 

W dp'" dt dp"" ~ \dp*dt) dp" 1" dt [dp dp'*) dp" 

d*f /d^\ df _ (d^ 9 _\ df__~ 
"^ di*~ V dp* ) dp" \dp* ) dp' ~ v 

sein. Aus dieser Gleichung folgt aber, dass der Coefficient 
von p 

(K\ fe_\ = also ^- = 

W') \d P " ) u ' also dp" u 

identisch erfüllt sein muss, also 

ist, während der übrig bleibende Theil der Gleichung (15) die 
identisch zu befriedigende Bedingung vorschreibt 

d& x df , df^ d^ df _r>*f _ o. 

cf dp" "*" dt dp dp" * x ~dp' ~ ' 
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da nun der Coefficient von p l 



jtt 



aÄl =0, also S^ — ü®, 



dp 
und danach 

*(0|£-»(0g£-0 

sein muss, so folgt, wenn wir nunmehr der Einfachheit wegen 
voraussetzen, dass t im kinetischen Potential nicht explicite 
enthalten ist, dass 

Sl(t) = a und |^7 = 

ist. Wenn aber f die Ableitung p' nicht enthalten soll, so 
muss die linke Seite der zweiten Lagrange'schen Gleichung (14), 
welche unter den eben gemachten Voraussetzungen die Form 
annimmt 

3"4»i P') . dPfifo P) _ 3' « 4 »»»') h /_ dXfo »') tf' — ra 
dp "T" dp dp dp' * dp' 9 * ~ V> 

von p' unabhängig, also identisch 

w d*<Qt{p,p ') ■ w , d**j{p,p') _ 

? dpdp'* " h + , *j>' 8 — u 
sein, woraus 

d ^0*l = c oder ^(fclO-^+fiGOf' + ftG» 

folgt, und es nimmt daher nach Gleichung (12) das kinetische 
Potential die Form an 

H=p' ai (p, p) + p'co^p, p) + ap'* + Sl,(p)p' + ^(p) 

+ cp* + tiQüp' + *(i>) + «n(ft rt 

oder mit Fortlassung der nach t genommenen vollständigen 
Differentialquotienten bei Berücksichtigung der Beziehung (13) 

(16) H - ap" + ß, (|») + c p'* + ^ (p) + % (ft p), 

nach welcher die Lagrange'schen Gleichungen lauten 



(17) 






12' 
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Da aber dann das Eliminationsresultat Q, worin 

(18) P = f(t, p, p") 

zu substituiren ist, in 

« - (-^'U + (-£-),., - »• ff - *- o 

übergeht, und ; wie unmittelbar zu sehen, nach den Beziehungen 
(2) und (3) des § 2. 

dp'~ * a dtdp> 
d<j _/d*a t \ df , td*<* b \ df _«„r^J/ , an 

dp" ~[dp*) dp" ^[dp*) dp" * a Ut* dp" ^dpy 

dQ __a d ±f A5L _ _ 9 d£ 
dp"' ~ * a ~dt dp" > dp""~ dp' P 

ist, so wird die für die Existenz eines kinetischen Potentials 
zweiter Ordnung noch zu erfüllende Bedingungsgleichung (23) 
des § 3. die identisch zu befriedigende Gleichung liefern 

»•££+£(& tö£)+<&)])-° 

oder 

worin c eine willkürliche Constante bedeutet. Da aber der 
Ausdruck (18) die zweite* der Gleichungen (17) identisch be- 
friedigen muss, also 

(20) lfM + (^>)-2cp"=(> 

ist, so wird sich durch Differentiation der identischen Glei- 
chung (20) nach p und p" 

( P<°>\ i / a a »»\ K . ?!+•»> _ (d** 6 \ df 9 n 

\dp* ) f [dp dp) dp "+" dp 9 ~ u > [dp dp) d?'~ —* c — v 

ergeben, und durch Substitution der hieraus folgenden Werthe 
von j- und jh in (19) die in p und p" also auch in p und p 
identisch zu erfüllende Gleichung hervorgehen 
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(21) _ a [^ + ^^] +c [^ + £!^)] 

~ ° dpdp 
Setzt man hierin 

(22) <d 6 ( P , p) + 1, (p) + a, ( P ) - F(ft p), 

so geht die identisch zu befriedigende Gleichung (21) in 

d*F , n d*F d'F _ n 

über, deren allgemeines Integral; wenn 



_ — c+ YC* + 4ac 1 —C—yC* + ±ac 

gesetzt wird; durch 

dargestellt ist, worin q> und i> willkürliche Functionen be- 
deuten, so dass nach (22) und (16) H die Form annimmt 

H= ap'* + c$* + <p (p - X t p) + t(p — *,»>), 
und wir somit den folgenden Satz erhalten: 

Die notwendige und hinreichende Bedingung dafür, dass in 
der Lagrang e y sehen Gleichung (2) p" und p' nicht enthalten 
sind, und das kinetische Potential die Zeit nicht explicite enthält, 
dass ferner die Elimination von p aus den beiden Lagrange- 
schen Gleichungen eine Differentialgleichung liefert, welche ein 
kinetisches Potential zweiter Ordnung besitzt, ist die, dass das 
ursprüngliche kinetische Potential — immer von nach t ge- 
nommenen vollständigen Differentialquotienten beliebiger Func- 
tionen der Coordinaten abgesehen — die Form hat 

H= ap'* + cp'* + <p(p - X,p) + *(j> - X 2 p), 
und somit die Lagrange' sehen Glekhungen lauten 

2ap" — <p'(p — X t p) — +'(p - Agp), 
2cp" + ^v'Qp -ltp) + a,*'(f> - J,p), 

worin a und c beliebige Constcvnten, L • L = > un ^ V sowie 

f willkürliche Functionen ihrer Argumente bedeuten. 



1 
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Enthält die Lagrange'sche Gleichung (1) p", aber p nicht, 
und fehlt p cmch in der Gleichung (2), so dass man nach Eli- 
mination von p" auch hier p durch t } p, p\ p" wird ausdrücken 
können, so muss den Bedingungen genügt werden 

dt dp* ~ dpd'p dt dp' dp dp' dp ~ > 

und es folgt leicht als nothwendige und hinreichende Bedingung 
dafür , dass die beiden Lagrange'schen Gleichungen p nicht 
enthalten, die Form des kinetischen Potentials 

(23) H= ap'> + p' p'a^t, P) + *'•*(*, P, i P) 

+ P'f-fi- dp-p'p 8 °± + 03, (t, P, P') + «4 (t, p, p), 

worin a eine Constcmte und co 17 oj 3 , co z , o 4 willkürliche Func- 
tionen ihrer Argumente bedeuten, so dass die beiden Lagrange- 
schen Gleichungen lauten: 

(24) -2ap"-o 1 p"- p">£ - 2p' d £-W + j£= P > 

(25) -^-ftr-^-ä f + ^ 



■/ 



dp' 2 r r dp* dp dp' dt i dp 

Ö** * J I Ö* m l , d&A cn. 

tjTt*p+p-w- + -tt=y- 

Wenn t im kinetischen Potential nicht explicite enthalten 
ist, also <o 1} ai a , © 8 , © 4 von £ unabhängig sind, so enthalten die 
beiden Bewegungsgleichungen, wenn co 4 = ist, jj garnicht, 
und die Elimination von p" liefert eine Differentialgleichung 
zweiter Ordnung in p, welcher Fall oben in der Theorie der 
verborgenen Bewegung behandelt wurde. Ist jedoch t in H 
enthalten, oder co 4 von Null verschieden, so eliminire man p" 
aus diesen beiden Gleichungen; dann liefert das Eliminations- 
resultat den Ausdruck 

p-»(*,fcp',p") 

und durch Substitution in eine der beiden Gleichungen wiederum 
eine Differentialgleichung vierter Ordnung, für welche jedoch 
(27) das in p'" quadratische Glied 
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a \w) * 



fdtD W"'* 
<dp' 

enthält, und es wird somit im Allgemeinen in diesem Falle 
die Differentialgleichung vierter Ordmmg Teein kinetisches Potential 
zweiter Ordmmg besitzen*). 

Werfen wir nun die Frage auf, wann die aus den letzten 
beiden Lagrange'schen Gleichungen (24) und (25) durch Eli- 
mination von p und p" sich ergebende Differentialgleichung 
vierter Ordnung ein kinetisches Potential zweiter Ordnung 
besitzt, unter der Voraussetzung, dass die äusseren Kräfte P t 
und P 8 Null sind und die in H enthaltenen Functionen t nicht 
ezplicite einschliessen, so werden für die Form 

H = a/ 8 + p'p'a^p) + p'a> 2 (p, p) 

+ Vp-ft dp + *> 3 (fc V) + »4(R P) 



*) Sei z. B. 

<o l = p^ (ö, = tp, (ö 8 =«0, ö) 4 =0, a = l, 

so lautet das kinetische Potential 

H = p'*+pp'p'+tpp+tp'p 
oder 

H = p'*+pp'p'-pp, 

und die zugehörigen Lagrange'schen Gleichungen für verschwindende 
äussere Kräfte 

*P" + PP" +#*+} = <> und PP" + P = °, 
so dass die Elimination von p die Differentialgleichung vierter Ordnung 
liefert 

p*p IV + 6pp'p'" + 4J>t>"» + 7 *>'*<>" + Spp" + 3J>'*+J> = 0; 

dass diese ein kinetisches Potential zweiter Ordnung nicht besitzt, geht 
daraus hervor, dass, wenn die linke Seite derselben mit Q bezeichnet 
wird, die nach Hülfsatz 4. noth wendig zu befriedigende Gleichung 

dQ a d dQ 



= 



dp'" dt dp' 

nicht identisch erfüllt ist; das kinetische Potential H geht über in 

(ä)-- J- (p'p-+m'p"+p' , +W)'+ ^ <w +m'p"+ p'»+ «w> 
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oder mit Fortlassung des nach t genommenen vollständigen 
Differentialquotienten 

P «k(ft P) + P'j jf dp = ^ijaiiP, P)dp 

für die Form des kinetischen Potentials 

(26) H = ap'* + p'p'm, (p) + c s (p, p') + e, 4 (p, p) 
die Lagrange'schen Gleichungen lauten 

(27 ) _ 2ap" - m, (p) p" -***}& + ^^ - 0, 

(28) - a, lP " d -^0£> p"- p> d -10lf + »S^dQ 

+ ~~tp ' 

und die Elimination von p" liefert zunächst 

(29) (^-2a^) r + p- mi ^-2ap^ + 2a^ 

Ergebe sich aus dieser Gleichung 

(30) p=F(p,p',p"), 

nach welcher (üT) in eine für p'" quadratische Function über- 
geht, so wird die Substitution des Werthes (30) in (27) das 
Eliminationsresultat in der Form liefern 

und es ist die Frage zu beantworten, ob der Ausdruck JV, 
welcher von der 4 ten Ordnung in der Ableitung von p ist, ein 
kinetisches Potential zweiter Ordnung besitzt. Aus der zweiten 
der beiden für die Existenz eines kinetischen Potentials zweiter 
Ordnung nothwendigen und hinreichenden Bedingungen (23) 
und (24) des § 3. folgt zunächst, weil nach den Hülfsformeln 
(2) und (3) des § 2. 

dN n (^ d dF , dF\ , dN ft dF 



- 2a { 2 TtW + w) ^ 



= — 2a 



dp'" ""V dt dp" ^ dp') dp"" " w dp" 

ist, dass jene Gleichung dann und nur dann erfällt ist, wenn 



(32) 
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8p' v > 
also F von p' unabhängig ist, oder dass die linke Seite von 
(29) p' nicht enthalten darf; danach folgt anmittelbar, dass 

|£ - oder <o s (fc »') - Ä x (ö) ö" + ß, (») p' + Ä, (P) 

und (Di 2 — 4aß 1 = c 

sein muss, worin c eine Gonstante bedeutet, und es gehen 
somit das kinetische Potential in 

(31) H= ap'* + a lP ' p' + ^^- to" + &, + e> 4 , 

und die Lagrange'schen Gleichungen in 

0,1 ' 2a ? 2a 0J> P ^ 0J> ^ 0J> ~~ U 

über, also durch Elimination von p" 

(33) c p''+2«^+2«|j--a> 1 ^ = 0. 
Berechnet man hieraus 

p = /"«», p"), 

und setzt diesen Werth in die erste der Gleichungen (32) ein, 
so ergiebt sich als Eliminationsresultat 

(34) Q-^ag-^-r^ + fö^-O, 

und es ist zunächst die Gleichung (24) des § 3. durch die linke 
Seite erfüllt. 

Da nun zur Existenz eines Potentials zweiter Ordnung 
auch die Gleichung (23) des § 3. befriedigt sein muss, und 
wiederum nach den Hülfsformeln (2) und (3) des § 2. 

dQ a ~ d df o^ / 

_ == _4a 5 -^-2»«, 1 , 

dp" ~ * a dt* dp" £a dp ai + \dp* ) dp" ' 



dQ . d d£ dQ 9 df_ 

dp' a dtdp"> dp" dp" 
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ist, so muss die Gleichung 

W i [ 2 « % + *>• + fö) sf]~ » 

identisch erfüllt sein. Bemerkt man aber, dass vermöge (33) 
die Gleichung 

(36) . r + 2« 3* + 2« (fc)^- o, fig^- 

eine identische ist, und somit die nach p" und p genommenen 
Differentialquotienten die ebenfalls identischen Beziehungen 
liefern 

+ f 2a (äÄL/ - "i ("ä?) P =/l dp ~ ip- \dj)p=f = °' 

so wird durch Substitution der hieraus sich ergebenden Werthe 

für 7^ und ^7 in die integrirte Gleichung (35), wie leicht 

zu sehen, als nothwendige und hinreichende Bedingung dafür, 
dass ein kinetisches Potential zweiter Ordnung für das Elimi- 
nationsresultat sich ergiebt, die in p und p identisch zu er- 
füllende Gleichung hervorgehen 

worin C eine beliebige Constante bedeuten darf, und somit 
durch Differentiation nach p für co 4 und a) t die partielle 
Differentialgleichung 

Nimmt man g^ = ft constant und setzt 

2ji_+J? =2 c + ftfc + C) _^ 

2a > 4a 1 p > 
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so erhält man für o 4 die partielle Differentialgleichung 

d*a> 4 g d 8 a> 4 g»» 4 _ 



aj>*di> dp dp* • K ay 

deren allgemeines Integral, wenn 

'kCL 

gesetzt wird, durch 

dargestellt ist, wenn O, 3*, X willkürliche Functionen ihrer 
Argumente darstellen, und da vermöge (37) 

a s (p) = - x(p) + c, 

folgt, worin C x eine Integrationsconstante bedeutet, so wird 
das kinetische Potential (31) in 

(39) K ==a p'*+t t p'p'+^p'*+<I>( ß -l 1 p)+V(p-k t p) 

übergehen, worin" a, (i, c, C beliebige Constanten bedeuten, 
und die beiden Lagrange'schen Gleichungen die Form an- 
nehmen 

-2ap''-(ip''+*'(p-l 1 p)+V'(p-X 2 p) = 0, 



Es ergiebt sich somit, 

dass die noihwendige und hinreichende Bedingung dafür, 
dass m den beiden Lagrange'schen Gleichungen, für welche 
das leinetische Potential die Zeit t nicht explicite enthält, und 
die äusseren Kräfte Null sind, p nicht enthalten ist, und die 
Elimination von p aus denselben eine Differentialgleichung in p 
liefert, welche ein kinetisches Potential zweiter Ordnimg besitzt, 
durch die Form des ursprünglichen leinetischen Potentials 

H= ap'*+ «4Ö0 p'p' + ^4^ P' 2 + a»Ö0 + "*(P> P), 

also durch die zugehörigen Lagrange'schen Gleichrmgen 
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-2ap -^p _p»_i + -^, 

— «iP ^r * \ül w * + "a? + "äp" — ° 

ausgedrückt ist, worin co ly co 4 , & dwcÄ die Differentialgleichung 
(37) mitf einander verbunden sind. Ist a^ eine Constante, /eÄtt 
afeo in den beiden Gleichungen auch p', so mussten sich — wie 
unmittelbar ersichtlich — die dem vorigen Falle analogen Aus- 
drücke ergeben. 

Der nur noch allein mögliche Fall, dass in den beiden 
Lagrange 1 sehen Gleichungen eine Coordmate z. JB. p fehlt, 
kann auf die Untersuchungen des vorigen Paragraphen zurück- 
geführt werden, lasst sich aber auch sehr einfach direct er- 
ledigen. Wenn nämlich die erste Lagrange 'sehe Gleichung 
von p frei sein soll, so folgt unmittelbar 

worin 

ist; die Unabhängigkeit der zweiten Lagrange'schen Gleichung 
von p liefert aber die weitere Bedingung 

^^ dp p ~T~dp dp'dt p dp'dp p dpdp'~ p dp'*~ u > 

die, da sie eine identische sein soll, zunächst 

dp'* "> 

also 

giebt. Danach folgt aber aus (41) und (42), dass 

/ jq\ da dtp d%^ dqp d%_ dto 

^ ' dp~dp> dp~Ji> dp~Jt 

sein muss, und dass somit nach (40) der Ausdruck für das 
kinetische Potential 

H = p'fq* (t, p, p) dp + p'fa> (t, p,p)dp +f X (t, p, p) dp 

+ F(t,p,p',p'), 
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da nach (43) der Ausdruck 

p' f q> dp -\- p' f & dp + 1 %dp 

einen vollständigen nach t genommenen Differentialquotienten 
darstellt; in 

übergeht. Da nun in der That die beiden hieraus hervor- 
gehenden Lagrange 'sehen Gleichungen 

dt dp ~ V > dp dt dp' ~ ö 
von p unabhängig sind, und aus der ersten derselben 

lf = h oder p'=Q,(t,p,!>') 

sich ergiebt, worin h die Integrationsconstante bedeutet, so 
wird die Substitution dieses Werthes von p in die zweite 
Gleichung der bekannten Bezeichnung gemäss die Beziehung 

\dp) dt\dp') u 

liefern, und daher, da 

d{F) _ im. , (dF\ d£ _ (dF\ ,,da 

dp ~ \dp) ~r w) dp ~ \dp) "*" n dp ' 

d SH — (il\ j_ (äE\ M. _ /M\ 11^ 

dp' ~ w ) "•" w) dp' ~ w) "r n dp' 

ist, diese Gleichung die Form annehmen, 

und somit das kinetische Potential der Eliminationsgleichimg 

§ = (F) — ha 

tviederum von der ersten Ordnung sein, wie schon aus den 
früheren Untersuchungen ersichtlich war. 

Fassen wir wieder die hier gewonnenen Resultate zu- 
sammen ; welche für die Elimination einer Goordinate zwischen 
zwei Lagrange' sehen Gleichungen mit einem kinetischen 
Potential erster Ordnung für die resultirende Differential- 
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gleichling die Existenz eines kinetischen Potentials zweiter 
Ordnung erkennen lassen, so ergiebt sich, dass 

1) wenn die zu p gehörige Lagrange' sehe Gleichung von 
p" unabhängig ist, also das kinetische Potential die Form hat 

H=f(t,p,p,p')p' + f l (t,p,p,p'), 

die durch Elimination von p und dessen Ableitungen hervor- 
gehende Differentialgleichung vierter Ordnung in p ein kinetisches 
Potential zweiter Ordnung besitzt; für den Fall, dass p" auch 
in der zweiten Lagrange' sehen Gleichung nicht enthalten ist, 
also 

E—f{*,P,V)p' + fi{*,P,*,V) 

wird, besitzt die resultierende Differentialgleichung zweiter Ord- 
nung in p wiederum ein kinetisches Potential erster Ordnung, 

2) wenn in der zu p gehörigen Lagrange' sehen Gleichung 
p und p" nicht enthalten sind und das kinetische Potential die 
Zeit t nicht explicite enthält, die nofhwendige und hinreichende 
Bedingung dafür, dass das Eliminationsresultat in p ein kine- 
tisches Potential zweiter Ordnung besitzt, die ist, dass H die 
Form hat 

worin a und c beliebige Constanten, X x • X 2 = , und q> sowohl 

wie ty beliebige Functionen ihrer Argumente bedeuten, 

3) wenn in beiden Lagrange' sehen Gleichungen p fehlt, 
das kinetische Potential die Zeit t nicht explicite enthalt und die 
äusseren Kräfte Null sind, sich als nothwendige und hinreichende 
Bedingung für die Existenz eines kinetischen Potentials zweiter 
Ordnung der Differentialgldchwng vierter Ordnung in p sich die 
Form des ursprünglichen kinetischen Potentials 

ergiebt, worin a und c willkürliche Constcmten und m lf <o 4 , Sl 
durch die Differentialgleichung 
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worin C eine beliebige Constante bedeutet, mit einander verbunden 



4) wenn endlich in beiden Lagrange' sehen Gleichwngen 
p nicht enthalten ist, also 

H=F{t,p,p',f) 

wird, das kinetische Potential der Eliminationsgleichimg wiederum 
von der ersten Ordnung ist, 

überall von einem vollständigen nach t genommenen Diffe- 
rentialquotienten einer willkürlichen Function der Coordinaten p 
und p abgesehen. 

Dass für zwei Lagrange'sche Bewegungsgleichungen in 
der Mechanik wägbarer Massen die Elimination einer Coordi- 
nate nicht stets auf eine Lagrange'sche Gleichung mit einer 
Variabein und einem kinetischen Potential zweiter Ordnung 
führt, geht schon aus dem einfachen Falle eines freien, in der 
Ebene sich bewegenden, einer Kräftefunction unterworfenen 
Punktes hervor, dessen kinetisches Potential 

und dessen Bewegungsgleichungen somit 

mx — ö— = , my = x— = 

sind, da, wie aus dem dritten in diesem Paragraphen be- 
handelten Falle ersichtlich ist, die Elimination von x aus den 
beiden Bewegungsgleichungen eine Bedingungsgleichung für 
die Eraftefunction ergiebt, wenn die resultirende Differential- 
gleichung vierter Ordnung in y ein kinetisches Potential zweiter 
Ordnung besitzen soll. Auf die Einführung complexer Variabein, 
durch welche das kinetische Potential für die beiden Variabein p 
und p in der Mechanik wägbarer Massen stets auf die Form 
gebracht werden kann 
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die Lagrange 'sehen Gleichungen somit die Gestalt annehmen 

und somit zu dem ersten in diesem Paragraphen behandelten 
Falle gehören, in welchem das Eliminationsresultat stets ein 
kinetisches Potential zweiter Ordnung besass, soll hier nicht 
näher eingegangen werden. 

Aber wir können auch allgemein die Bedingungen auf- 
stellen, welchen ein kinetisches Potential erster Ordnung H 
unterliegen muss, damit die Elimination der Coordinate p 
zwischen den beiden Lagrange'schen* Gleichungen 

(4Ä\ — — — — — 

^**' dp dtdp'~ ' 

auf eine Differentialgleichung vierter Ordnung fuhrt, welche 
ein kinetisches Potential zweiter Ordnung besitzt. 

Differentiirt man nämlich jede der Gleichungen (44) und 
(45) zweimal nach t, so werden die so entstehenden sechs Glei- 
chungen nach (2) und (3) des § 2. in die Form gesetzt 
werden können 



(46) 



9 IE — m ' —o 9 IE _ IE- — o 

* dp dp' ~ U ' * dp dp' ~ U; 

Q dH' dH'' A Q dH' dH" _ A 

ö dp dp ~ U > ö dp dp' ~ u > 

± d JEL _ dH '" — o ± d -EL — dH " — o 

4 2*> 2*/ U > 4 2* 7\W ^> 



dp dp > dp dp' 

und wird das Eliminationsresultat der fünf Grössen !>,!>'; 2>",i>'",l> /F 
aus diesen sechs Gleichungen durch Q = dargestellt, so werden 
die notwendigen und hinreichenden Bedingungen dafür, dass 
ein kinetisches Potential zweiter Ordnung § existirt, oder dass 

a _ d^_ d^d^.d^dp 

V ~~ dp dt dp' "+" dt* dp" 
ist, bekanntlich die Form haben 
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* dp' dt dp" • dt* dp"' ~ ' 

dp" 7 *didtf" ~ ' 
oder wiederum mit Hülfe von (2) und (3) des § 2. 

dp' dp" ^ dp'" ' 

a dQ o dg __ 

dp'" dp"" ~ ' 

und die Darstellung dieser Bedingungen in dem kinetischen 
Potential H mit Hülfe der Gleichungen (46) wird die not- 
wendigen und hinreichenden Bedingungen dafür ergeben, dass 
das Eliminationsresultat eine Lagrange'sche Gleichung für 
ein kinetisches Potential zweiter Ordnung ist. ' 

Wir schliessen diese Untersuchungen noch mit einer all- 
gemeinen Bemerkung, für welche der Kürze halber, ohne dass 
das Resultat geändert wird, ein kinetisches Potential v** T Ord- 
nung H von nur zwei Variabein p und p zu Grunde gelegt 
werden mag, so dass die beiden Lagrange'schen Gleichungen, 
unter der Voraussetzung, dass die äusseren Kräfte Null sind, 
lauten: 

dp dt dp' "+" dt* dp" h ^ l) df dpW ~ ' 

dp dt dp' "T" dt* dp" h ^ l > d f dpW ~ 

Um die durch Elimination Ton p und dessen Ableitungen 
reoultirende Differentialgleichung in der Variabein ö zu er- 
halten, wird man jede der Gleichungen 2 t/ mal nach t differen- 
tiiren und aus den so entstehenden 4v -\- 2 Gleichungen die 
4v + 1 Grössen p,p',p", . . . ;2> (4l,) eliminiren, so dass das 
Eliminationsresultat die Form erhält 

(47) F(t,),)',p",...,^») = 0. 

Da aber die Lagrange'schen Gleichungen nach dem 
Hamilton'schen Princip 

Koenigsberger, Principien d. Mechanik. 13 
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SJHdt = 

machen, so wird, wenn man die aus dem System der differen- 
tiirten Lagrange'schen Gleichungen abgeleiteten Werthe von 
P>P>P"> • - ->P { * v) *&* Functionen von t, p, p', . . . , p< 4 *) in den 
Ausdruck H einsetzt und die sich so ergebende Function 
von p und den Ableitungen bis zur 4v ten Ordnung hin mit $ 
bezeichnet; 

dfodt — O 

sein, und somit die Differentialgleichung (47) von der 4 v*" Ordnung, 
wenn auch im Allgemeinen nicht ein kinetisches Potential 2v ter Ord- 
nung besitzen, doch eine Integralfunction der Differentialgleichung 
8v , * r Ordnung 

dp dt dp' ~r dt* dp" " ' ^ dt Av dp {i9) ~ 

sein *). 



•) Sei z. B. 

R=-\(P* + t*)-p*-pP> 

lauten also die Bewegungsgleichungen 

p" = *p* + p, *" = *>, 

so ergiebt sich die Eliminationsgleichung in der Variabein p 

(6) Q = yv-3p"*-p = 0, 

und diese hat, da 

dQ dt dQ , d* dQ d 8 dQ 



IH* 



dp' dt dp" 7 dt* dp"' dt 9 dp' 

nicht identisch Null ist, kein kinetisches Potential zweiter Ordnung. 
Setzt man der zweiten Lagrange 'sehen Gleichung gemäss p = p'\ 
p' = p'" in H ein, so ergiebt sich 



* - - y r* - y *' - >"* - **' 



und somit 



ä* _ 5W + 5? äjr ~ 51* äir = * * * * * = ' 

wovon die Grösse Q eine Integralfunction ist. 
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§ 18. 

Ueber das erweiterte Newton' sehe Potential 
nnd die Verallgemeinerung der Laplace-Poisson'schen 

Differentialgleichung. 

Sei W eine ganze Function der nach t genommenen Ab- 
leitungen r, r", . . . , fW, worin 

r» = (x - ay + (y- &)» + (g - c y 

ist, und werde angenommen, dass r selbst beliebig in dieselbe 
eintreten mag, so wird, wenn diese Function in Bezug auf r^ 
yon paarem Grade 2 k ist und 

d* d* d* 



bezeichnet wird, vermöge der Beziehungen 

daP ~ dx ' dy {v) ~~ dy ' dz^ ~ dz 
sich, wie unmittelbar zu sehen, da 

ist, 



ergeben und somit in Bezug auf rW vom 2 k — 2 ten Grade 
sein, so dass der ft-fach iterirte Ausdruck 



A* W=V 



die Grösse r^ garnfeht mehr enthält und also der Coefficient 
von r<") in W ist mit (2k)l multiplicirt. 

Ist dagegen W in Bezug auf r w von unpaarem Grade 
2k -f- 1, so wird 

noch in Bezug auf rW vom ersten Grade sein, und wenn man 
sodann 

d % d* d* 

dx^dx^-» + a y w gy^- 1 ) + d&d*— 1 * mit A "~ 1 

18» 
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bezeichnet, und beachtet, dass, wenn 1/ > 1, vermöge der aus 
(2) und (3) des § 2. folgenden Beziehung 

dr {v) dr' 

v 



daP-V dx 

und der Relation 

dr dr . dr dr . dr dr_ ^ 

dx dx' "•" dy W "*" ^ ^ ~ 
der Ausdruck 

A TT d * w * 

von r^ unabhängig ist, so wird sich 

ergeben, worin V nur noch von r, /, . . ., r^— *> abhängt und 
den nach y(*— *> genommenen partiellen Differentialquotienten 
des Coefficienten von r^ 8 * +1 mit (2Jc -f- 1)! multiplicirt dar- 
stellt; für den Fall, dass v = 1 ist, wird aus 

A ll W=W l 

vermöge der Beziehung 

d*r ■ d*r . d'r __ 2 
a** + dy* ^ dt* ~ r > 

wie leicht zu sehen 

A TT = a>Tr * 1 2 g^» 

10 * drdr ' r dr' 
und somit wieder 

folgen, worin F nur noch von r abhängt, und wenn in W der 
Coefficient von r' 2 *+ 1 qp(r) war, den Werth 

(2t + l)l(9'W + 7-»W) 
hat. 

Da man jetzt auf die Functionen V 7 welche nur noch r, 
/,..., r^ 1 " -1 ) enthalten, dieselben Schlüsse anwenden kann, so 
folgt zunächst, dass, wie zur Bildung der obigen Gleichung 
für V nur diejenigen Glieder in W in Betracht kommen, welche 
die höchste Potenz von rW enthalten, für die Fortsetzung des 
Verfahrens unter diesen Gliedern wieder nur diejenigen von 
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Einfluss sein werden, welche die höchste Potenz von r*?— 1 ) ent- 
halten, u. s. w. und dass man somit durch Wiederholung des 
Verfahrens, wenn der allein in Betracht kommende Posten in 
17 mit 

bezeichnet wird, schliesslich von einer nachher anzugebenden 
Constanten abgesehen, entweder auf 

9(r) oder auf ^M + A^r) 
geführt wird, deren gemeinsame Form wir durch 

darstellen können, wenn £ x = oder 1 ist. Da aber endlich 
für jede Function V von r 

ist, also 

d 2 + ei 9(r) , ^ 2 d*<p(r) , 2 a 1+>t y( r) 






wird, so erhalten wir die nachfolgende Ausdehnung der für 
eine Function W, welche nur von r abhängt, bekannten Trans- 
formation 

a^JF , jpw_ , ^tf _anr , _2^ aw; 

a« f "*" dy* "*" 0s* — dr* "*" r 0r : 
Js£ W eine in den Grössen r, /, . . . , rW ganze Function, 
in welche r selbst beliebig eintreten kann, und greift man den- 
jenigen Posten 

^)V-^- 1 ...r"VV(r) 

heraus, weicher die Eigenschaft hat, dass rM v die höchste in W 

vorkommende Potenz von &) ist, r*?— 1 ) v ~~ 1 die höchste Potenz 

von &~ *>, die mit rW v verbunden vorkommt, r*"—*) """" die 

höchste Potenz von r^~ 2 ) ist, welche mit r^ r*"- 1 ) ver- 

bunden vorkommt u. s. w., und welcher das höchste Glied von W 
genannt werden soM, so setze man 



198 Ueber die erweiterte Laplace-Poisson'eche Differentialgl. 

U"¥— 1 *V = 2Xy_l "f- «V— 1 , ' 

«* — 2 £* — 1 = 2x v «2 -f- £ r _2, 



a 2 — £ 8 = 2x, + *,, 

worin die Grössen e x , s 2 , . . . , e v die Zahlen oder 1 bedeuten, 
und es wird sodann die der obigen Gleichung analoge Trans- 
formation die Form annehmen 

A A* 1 A* 1 A*» A** A*»-i A x >-1 A** A x * W 



= a r ! a r — 1! . . . a 2 ! #i! 



a 2 +'»y(r) 2. a»y(r) , 2 a 1+t *y(r) \ 

^+•1 "* **r dr* * r ^+«1. 

Um nun die Differentialgleichung einer Kräftefunction 
— in dem im § 4. definirten Sinne — einer endlichen oder 
unendlichen Anzahl von Centren für einen ausserhalb der 
Massen gelegenen Punkt in einer für alle r und für jede An- 
zahl derselben sich gleichbleibenden Gestalt zu erhalten, muss 
die rechte Seite der obigen Gleichung verschwinden, und daher 
<p(r) einer der beiden Differentialgleichungen genügen 

, 3»y(r) , 2 8y(r) = Q 
dr* ' r dr 
oder 



(r) . 4 a a y(r)_ 



dr 8 ' r dr* 
somit die Form haben 



C , , / x C 



»W — 7- + C1 od ^ 9(r) — ?r + c 1 r + ^, 

und wir finden somit, 

dass die erweiterte Laplace'sche Gleichung für alle nach r 
und dessen nach t genommenen Ableitungen bis zur v*" 1 Ordnung 
hin abhängigen Functionen W, die ganze Functionen dieser Ab- 
leitungen sind, und deren höchstes Glied den Coefficienten hat 



c 

r 



+ <i oder £ + c x r + c % , 
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die Form annimmt 

(1) A A^A^A^A** A*"" 1 A**- 1 A* v A* v W=0 

Die Annahme, dass W eine ganze Function von /, r",...,rW 
sei, in welche r selbst beliebig eintreten sollte, schloss die 
Möglichkeit ans, dass W für endliche Werthe der Ableitungen 
der Entfernung unendlich gross werden könnte für einen will- 
kürlichen Werth von r. 

Nennt man nunmehr für eine Kraft 

R(r,r',r",...,r<**)), 

welche von der Entfernung und deren nach der Zeit genommenen 
Ableitungen bis zur 2i/ ten Ordnung hin abhängt und welche die 
Gleichungen 

(i - <- UOg - <»+ iJ^sS* + <f + *>.£ jj&s— 

+ (-l)-«(2,),._ ( |^ r ^ r _0 

für q = 1, 3, 5, . . . , 2v — 1 identisch befriedigt, die Kräfte- 
function W, welche der Gleichung genügt 

R(rr' r" W) = ^ - ■* ** + ...(-!)*£. ?K 
Jt[r,r,r ,...,r ) — dr dt a/ -f ( l ) df dr {v)> 

ein Potential, wenn diese von r und dessen v Ableitungen ab- 
hängige Function als höchstes Glied — im oben angegebenen 
Sinne — einen Ausdruck von der Form 

yi?) r {v—i) r r 1 1_ ^\ 

oder 

fW «V»-fl''- 1 . . . /'V* (£ + c t r + c,) 

hat, je nachdem die durch die Gleichungen 

CC V = 2tt r -f- E v , CCv—l — &v = 2jc r _i -j- s v — 1, . . . 

w welchen die Grossen s die Zahlen oder 1 bedeuten, be- 
stimmte Grösse 

s t = a t — a % -f a 3 — a 4 H f- (— l)"" 1 a„ (mod. 2) 
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den Werfh i)der 1 hat, so lerntet die erweiterte Laplace'sche 
Gleichung für das allgemeine Newton'scke Potential 

A A^A^A^A* A**~i A*r-i A** A x *TT=0 
Für die Kräftefonction des Weber'schen Gesetzes 

"--Hi + v) '■■' 

ist das höchste Glied 

und da v = 1, c^ = 2, also x x = 1 und s x = ist, so hat W 
die verlangte Form eines erweiterten New ton 'sehen Potentials 
und genügt der partiellen Differentialgleichung 

(2) A^W-O,*) 

oder 



*) Für eine Kräftefonction von der Form 



Wsss mm i 



(•+$■ 



für welche v = 1, c^ = X, also s 1 Null oder die Einheit ist, je nach- 
dem X grade oder ungrade, welche also nur für gradzahlige X ein 
Potential in dem angegebenen Sinne ist, folgt, weil 



und wenn 
gesetzt wird, 

die Beziehung 



dx* + dy* + dz* ~~ r» ' 

aj'» + y '* + /1 = !,• 



so dass nur fttr X = und X = 2, also nur für das Newton' sehe und 
das Web er' sehe Potential 



A 00 A 00 TT=0 
wird. 

! 
I 
i 
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.d 4 W . d 4 W , d*W 



, dx'daf* ~ dx*dy* T dx'dsf' 
. d 4 W , g 4 TT , d A W 



0yW 8 ^ dy*dy' 8 ^ dj/W 
. a 4 TT . d*W ■ a 4 TT _ 

+ de*dx** "+" a* f ay f "•" a*w* — u - 

Allgemein wird für jede Kräftefunction, welche nur von r 
und der ersten nach der Zeit genommenen Ableitung abhängt, 
die Kraft also eine Function von r, /, r" ist, die Existenz 
eines erweiterten Newton'schen Potentials die Form derselben 
bedingen 

(3) Tr= 9 , (r)+ 9 > 1 (r)/+ 9 ,(r)r'*+... + 9^-iW'*' 2x - 1 + (f + c 1 )^ : 
oder 

(4) W= <p (r) + fe (r)r'+ Vi (r)r' a + • • • + ^«(r)»"- 

worin <p (r), ^(r), . . ., ^p$»(r) willkürliche Functionen von r 
bedeuten, und es werden die entsprechenden Laplac e 'sehen 
Gleichungen 

(5) AooAnTT=0 und Aoo Aio Au TT — 

lauten. 

Um die erweiterte Poisson'sche Differentialgleichung für 
die Potentiale (3) und (4) zu ermitteln, genügt es bekanntlich, 
das Potential einer homogenen Vollkugel auf einen innerhalb 
derselben gelegenen Punkt zu bestimmen, und es soll deshalb 
zunächst die etwas allgemeinere Aufgabe behandelt werden, 

das Potential einer in concentrischen Schichten homogenen 
und in ihren Massenelementen nach dm Potentialen (3) oder (4) 
wirkenden Kugelschale auf einen ausserhalb oder innerhalb ge- 
legenen Punkt zu berechnen. 

Legt man den Anfangspunkt eines rechtwinkligen Coordi- 
natensystems in den Mittelpunkt der Kugelschale, deren innere 
und äussere Radien mit jß und B t bezeichnet werden mögen, 
die Z-Axe durch den angezogenen Punkt, und die FZ- Ebene 
durch die Richtung, in welcher sich der Punkt in dem be- 
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trachteten Momente mit einer der Grösse und Richtung nach 
gegebenen Geschwindigkeit bewegt, so wird, wenn die Compo- 
nenten derselben mit x' } y 7 z bezeichnet werden, 

x'=0, ©•— y« + /> 

sein. Bezeichnet man ferner die Goordinaten der Kugelschale 
mit a, b, c, und sei r die Entfernung des angezogenen Punktes 
von einem Punkte des Ringes, so folgt aus 

r> = (x-a)* + (y-by + (z - c)>, 

worin x = 0, y = zu setzen ist, durch Differentiation nach t 
mit Beibehaltung der Goordinaten a, &, c 

rr' = {x — a)x' + (y — b)y' + (# — c) z 

oder für den angezogenen Punkt, der durch x = 0, y = 0, 
x' = charakterisirt ist, 

rr' = — by — cz -f- ##'• 

Führt man für die Coordinaten der Kugelschale Polar- 
coordinaten ein, so ist in bekannter Bezeichnung 

a = (>sin't) , sin<p, b = ^ sin 1 cos 9, c^pcosä 1 , 

und es geht die obige Beziehung in 

(b) r=ZZ — — Z —- y _ 

über; es wird somit, da das wesentlich positive r durch 



(7) r = ]/s 2 +e 8 — 2QZC08& 

definirt ist, das Potential der Kugelschale, deren in concen- 
trischen Schichten constante, also nur mit q variirende Dichtig- 
keit mit 6 bezeichnet werden soll, mit Berücksichtigung von 
(3), (4), (6), (7) durch den Ausdruck gegeben sein 

ty . (|/« 2 + Q* — 2QZ COB#) 



(8) 



w -fff«**3H 



(Z*+Q* — 2QZCOB&ft 
R 



• {zz — #pcos# — y'psm-d-cos^Wdqpdfrdp, 
wenn wir die Masse des angezogenen Punktes der Einheit 
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gleich nehmen und das Potential W in die (3) und (4) ge- 
meinsame Form setzen 

W= m {4> (r) + tdry^ \- 4>x(r)r*}, 

worin m die Masse des anziehenden Punktes und je nachdem 
X = 2x oder X = 2x + 1 ist, #2*(r) = f- c x oder 

l>**+i{r) = %* + c t r + % 

zu setzen ist. 

Legen wir zur Ausfuhrung des Integrales der Ein- 
fachheit wegen das Weber'sche Potential zu Grunde, für 
welches 

ist, so ergiebt sich nach Ausführung der Integration ftir <p 
(9 ) W=2n Cf •9 t *»*i»*9 

. * /'/ , 2(i/-f/cos*) l + ^V«n l * » • <±J<±J 
+ P / / -^ * ' Ty « 6Q*8Uld'd&dQ. 

K J J ( Z * + Q* — 2 9 z cos *)* 

Bezeichnen wir nun die nachfolgenden nach der Variabein & 
zwischen den Grenzen und jr genommenen Integrale für 
einen ausserhalb der Kugelschale gelegenen Punkt mit & a9 für 
einen innerhalb des Hohlraumes gelegenen mit i} so ist, wie 
leicht zu sehen, 






(**+Q — %QZCOB&) 






n 



for ® = / j> @ «=y^r7*> ®<— y -?— z 



n 



fn* £> C sinfrcoBfrrffr 2g _ 2g 

^ 7 <, + ,.- .„ cos ♦)*' @ =W=^> ^V^V 
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/ *m»co**9d» J_ ,» + «, 



_ T> 

(Z* -\- Q* — 2QZ COB fff 

2 p , + 2* 1 



3^8 9 t__ Ä i t 

und bezeichnet man auch die entsprechenden Potentialwerthe 
mit W a und Wi, so ergiebt das Einsetzen dieser Integralwerthe 
in den Ausdruck (9) durch eine einfache Rechnung, wenn die 
Oesammtmasse der Kugelschale mit M bezeichnet wird, 

und 



Wi = 4ltj 6QdQ + -^ V*j 6QdQ. 



Hat somit der ausserhalb der Kugelsehale, welche in con~ 
centrischen Schichten von constanter Dichtigkeit ist, gelegene Punkt 
die Entfernung l vom Mittelpunkt der Kugel, besitzt derselbe die 
Geschwindigkeit v und ist V die Projection von v auf die Rich- 
tung von l, so ist der Werth der Potentiale durch die Amdrücke 
gegeben 

(io) ir. - jr (f + K) - £ •-ZjZfi**, 



und 






(11) Wi = ±*y 6q d Q + ^ v*J6q dg, 

die Potentiale hängen somit — wie schon aus der Symmetrie er- 
sichtlich — nw von der Entfernung des angezogenen Punktes 
vom Mittelpunkte, von der Grösse der Geschwindigkeit desselben 
und von der Richtimg der letzteren gegen die Verbindungslinie 
mit dem Mittelpunkte ab. 

Der erste Posten des Potentials W„ ist nichts anderes als 
der Werth des Weber'schen Potentials der im Mittelpunkt 
y ereinigten Masse des Kugelringes , und es ist dies auch der 
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Gesammtwerth des Potentials, wenn v 2 = 3Z' 2 , oder wenn der 
Winkel, den die Geschwindigkeit mit der nach dem Mittel- 
punkt geführten Verbindungslinie macht, 54° 44' ist. 

Femer ist unmittelbar ersichtlich, dass das Potential für 
einen im iwnem Hohlraum gelegenen Punkt unabhängig ist von 
der Lage des Punktes und der Richtung der Geschwindigkeit, 
und somit die Form hat 

W { = a + bv% 

worin a und b Constanten sind. 

Liegt der Punkt in der concentrischen Kugelschale selbst, 
dann möge das Potential mit W m bezeichnet werden, und der 
Werth desselben wird, wenn man die Entfernung des Punktes 
vom Mittelpunkt der Kugel wieder mit l bezeichnet und das 
Potential aus dem W a der zu l und R und dem W { der zu 
R t und l gehörigen Kugelschalen zusammensetzt, durch 

i i 

(12) W m = 4s (| + £)/«*"«** - S ^T^/«* 4 ^ 

Ri Ri 



+ 4xj 0Qd(f + |pv 2 j ÖQdQ 



gegeben sein, wenn wieder, wie beim Newton'schen Potential, 
die Richtigkeit des Satzes erwiesen sein wird, dass das Potential 



jdm (i- + £ p ) 



für den ganzen unendlichen Raum und für endliche Werthe 
von r, auch für den Fall, dass der Punkt in die Masse selbst 
eintritt, endlich und stetig ist. Dies folgt aber unmittelbar 
daraus, dass, wenn man den Anfangspunkt der Coordinaten in 
den angezogenen Punkt x, y, z legt und Polarcoordinaten durch 
die Beziehungen 

a — # = rsinfrsinqp, b — y = r sin # cos q>, c — z = r cos# 

einführt, das Potential die Form annimmt 

ff f er* am» (I + £) drd»d<p, 
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aus der die Endlichkeit desselben, auch wenn r = wird, er- 
sichtlich ist, und genau ebenso folgt in bekannter Weise die 
Stetigkeit desselben in Bezug auf r und r. 

Dass die Potentiale W a und W { der erweiterten Laplace- 
schen Differentialgleichung Genüge leisten, ist unmittelbar er- 
sichtlich, da 

0W a 2Jf Xx 4* fitx — 



-2x'l f *-, 
4 JtQ'äQ, 



also 



und 



dx' * f i* ak* i 

Äl 

d*Wa_2M x* 4* 6a;» — l* f 4 , 



cW, 

'dx 1 



11 "a— JcH 



also 



r - SP V 9 Q ' W = spJ *9 d *> 
AooAnTT^Aoo^TT^O 



und somit 

ist. 

Untersuchen wir nun das Potential einer homogenen Voll- 
kugel auf einen Punkt im Innern derselben, welches nach (12) 
die Form annimmt 

W m = 2*6 (*-£) + ££ pr« + If^v- gZiv, 

worin i? der Radius der Kugel, ff die constante Dichtigkeit 
und l die Entfernung des angezogenen Punktes vom Mittel- 
punkt bedeutet, so wird sich aus 

8Tr m_ m* iv r ■ 4 *«ra y ' 4ä< W 

dx' ~ 16** " * + 3fc* -" * _ 5fc* * * > 
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zunächst 




F=A n TT=- 


4:716 ja , 4: TCO -rja 


ergeben, und da 




dV 8it6 


d*V 8*o 



dx 3Ä* > dx* Sk* 

ist, 

AwAi"^» — — ]£* 
folgen. 

Benutzt man das eben gefundene Resultat, indem man in 
bekannter Weise, wenn der angezogene Punkt in der Masse 
selbst Hegt, denselben, mit einer unendlich kleinen, als homogen 
anzunehmenden Kugel umgeben, ausscheidet, so ergiebt sich als 
erweiterte Laplace-Poisson'sche Differentialgleichung für das 
durch den Ausdruck 



*-"(»-*) 



definirte Weber'sche Potential die Gleichtmg 

Au Au W — — ^r *> 

worin 6 die Dichtigkeit der anziehenden Masse an der Stelle 
bedeutet, an welcher sich der angezogene Punkt befindet. 

Man könnte auch direct aus der erweiterten Laplace- 
schen Gleichung die Gonstante der Poisson' sehen Gleichung 
für Potentiale beliebiger Ordnung herleiten, wir haben auf 
diesem Wege jedoch zugleich das Potential einer Kugelschale 
gefunden für Kräfte, die nach dem Weber 'sehen Gesetze 
wirken und werden nachher den Werth desselben zur Behand- 
lung eines Bewegungsproblems benutzen. 

§ 19. 

Ueber die Bewegung eines von einer Kräftefanction erster 

Ordnung beeinflussten Punktes. 

Wenn ein Punkt mit der Masse m x einer von einem 
Punkte mit der Masse m ausgehenden Kräffcefunction 

mm 1 F{r f r') 9 
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worin r die Entfernung der beiden Punkte bedeutet, oder einer 
durch den Ausdruck 

idF d bf\ 
mm i VdV — Tt w) 

gegebenen Kraft unterworfen ist, so wird das kinetische Po- 
tential durch 



J2=- =l (*'» + y'*) - mmi F(r, /) 
definirt, und die Bewegungsgleichungen werden 

dx dt dx' } dy dt dy' 

sein, da die Bewegung des Punktes m x in der durch dessen 
Anfangslage und Anfangsgeschwindigkeit gelegten Ebene vor 
sich geht. 

Da nun die in § 7. und § 10. aufgestellten Bedingungen 
der Gültigkeit der erweiterten Principe der lebendigen Kraft 
und der Flächen für die hier angenommene^Form der Kräfte- 
funetion erfüllt sind, so werden die ersten Integrale der Be- 
wegungsgleichungen lauten 

dH dH 

und 

worin die Flächenconstante und die Gonstante der lebendigen 
Kraft durch die Anfangslage und Anfangsgeschwindigkeit be- 
stimmt sind, oder durch Einführung von Polarcoordinaten, 
wenn noch m 1 = 1 gesetzt wird, 

9 d& 
dt 
und 

,dF(r,r') 



Durch Elimination Ton j- folgt 



dr' 



= h. 



dt 
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und somit ist für alle diese Probleme t durch eine Quadratur 
als Function von r darstellbar wie beim Eeppl er 'sehen Problem. 
Für die Bewegung eines Punktes, der von einem festen Gentrum 
mit der Eraftefunction 

I (r, r ) — 9> (r) + 9l (r) / + qp 2 (r)r* 
angezogen wird, erhalt man 

J V2Är« — a* + 2mr , <PoM ' 

und ist diese Eraftefunction das Web er 'sehe Potential, also 

F(r,r') = \ + £- r r'\ 
so folgt für die Zeit das elliptische Integral 

1 /V(h + 'J,)|iw 



r 



V( r,+ i? r ) (2Är ' +2twr "" a,) 



Legen wir das auf einen beweglichen Punkt ausgeübte 
kinetische Potential jetzt in der allgemeineren Form 

B=f(r,r',v) 
zu Grunde, worin 

r» = x* + y* + **, v 8 — x' % + y » + *'* 

ist, so werden wiederum nach (10) im § 10. die drei Flächen 
sätze (9) gelten 

dH _ dR_ dH dH dH dH 

X dy' y daf~ c *> y W~ Z W XC%> *W~ X d7 = € * 

oder 

woraus durch Einführung der Polarcoordinaten 

# = r sind* cos qp, y »r sind* sin qp, z = r cosfr, 
und wenn ausserdem zur Abkürzung 

Koenigsberger, Principien d. Mechanik. 14 
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1 dH tt , , N 

TW = H l {r,r,v) 



gesetzt wird, sich die drei Integralgleichungen 

H t (r, r', y/'+W+r* sin'^V*) r» sin'^V — c t 

HiirS, yV*+r*d'»+r* sin»d V '») 

• r*(sing>#'-j- sin "fr cosfl- cos 99)') == c^ 

H^r', Yr » + *■»#' ■ + r » nn»»?' «) 

• r*(cos 9 4K — sind cos # sin gxp') = % 



(1) 



ergeben, aus denen durch Elimination von fr' und <p' die 
Gleichung 

c x cos # — c 2 sin fr cos 9 + c^ sind sin 9 = 
oder 

c x z — c 9 x + c s y — 

/<%£, wocA welcher sich also der Punkt in der hierdurch defi- 
nirten Ebene bewegt. 

Da aber ferner das Energieprincip die Gleichung 

j-r fdH ,dH >dH -i 

dx 9 dy dz ' 

oder da 

f dH = dELx^.dHx^ f dH = dHy}_ xdHyy_ 

dx' dv v ' dr r } & dy dv v ' dr r ' 

dz* dv v ' dr r 
ist, 

-rr dH ,dH ■, 

H — #3 r-ö-7 = A 

dv er 

liefert, welche in Polarcoordinaten, wenn 

gesetzt wird, in 

(2) H(r, r', 1/V 2 + r 2 d' 2 + r 2 sin 2 #a/ 2 ) 

_ (/2_(- r ^' 2 +r 2 sin 2 da/ 2 ) H t (r, r', y/ 2 +r 2 ^ 2 +r 2 sin 2 ^9 2 ) 

— / 2 ^ (r, r', )V 2 -f r 2 #' 2 + r 2 sin 2 d<p' 2 ) = Ä 
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übergeht, so wird man leicht mit Hülfe der vier Integral- 
gleichungen erster Ordnung das Problem auf Quadraturen 
zurückführen können. Setzt man nämlich 

so folgt aus den beiden ersten Gleichungen (1) 

(3) sin tp ^ — \- sind' cos # cos <p = x 1 sin***, 

oder wenn x, eine Integrationsconstante bedeutet, 

(4) cotg % = x, sin <p -f- x x cos <p, 

so dass sich aus der ersten Gleichung (1) und (4) 

(6) sin'W^-V= c i' 

• (1 + (x, sin 9 + Xj cos q>) 2 ) 
und aus (5) und (4) 

< 6 > (ff)'- ? H ,(-y, v,-w-+w>) <**»-»-*• 

endlich aus (5) und (6) 

(7) d'* + sin*fr <p'* = T 3 ^ 1 -±3!+3?. 



r 4 JV (r, /, y/' + r^+sin**?' 1 )) 

ergiebt. Da aber die letztere Gleichung #'* -(- sin'dqp'* als 
Function yon r und / liefert, so folgt aus der Gleichung (2) 
der lebendigen Kraft eine Beziehung zwischen r und r 

und es ist somit zunächst t durch eine Quadratur in r in der 
Form darstellbar 

oder r = Ä(* + x, ^'(1 + x^ + x, *), Ä). 

Beachtet man ferner, dass r, r, #' 2 -f- bw?&<P* nunmehr be- 
kannte Functionen yon t sind, und vermöge (4) 

(H sin<p — xjcosy) 2 = i - r - 1 , in % 

ist, so wird die Gleichung (6) die Form annehmen 
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J VC 1 + *i*+ *i*) 8m *^ — i J 

und also auch # durch Quadraturen bestimmt sein, wonach 
sich dann <p aus der Gleichung (4) unmittelbar ergiebt; die 
Ausdrücke für r, fr, q> als Functionen von t enthalten dann, 
wie es sein muss, die 6 Integrationsconstanten x, x^, «,, 
A, q, A, und 

es is* somit die Integration aller Bewegimgsgleichungen, 
welchen ein kinetisches Potential erster Ordnung zu Grunde liegt, 
das nur von der Entfernung des bewegten Punktes von einem 
festen Centrum, deren nach der Zeit genommenen Ableitung und 
der Geschwindigkeit desselben abhängt, stets auf einfache aus dem 
kinetischen Potential zusammengesetzte Quadraturen zurückführbar. 

Wir wollen nun mit Hülfe dieses Satzes die Bewegung 
eines Punktes untersuchen, der von den Massenelementen einer 
in concentrischen Schichten homogenen Kugelschale nach dem 
Weber'schen Gesetze angezogen wird und sich ausserhalb des 
Ringes oder innerhalb des Hohlraumes befindet. 

Werde die Kugelschale durch zwei Kugeln mit den Radien 
R und i^ begrenzt, bezeichnet ferner ff die als Function der 
Entfernung q vom Mittelpunkt gegebene Dichtigkeit der Kugel- 
schichten, und setzt man 

äi 

N= 4xJ6<t l d(f, 

während M die Masse der Kugelschale bezeichnet, so ist, wenn 
r die Entfernung eines ausserhalb der Schale befindlichen Punktes 
vom Mittelpunkte, r die nach der Zeit genommene Ableitung 
und v die Geschwindigkeit des Punktes bezeichnet, das von 
der Kugelschale auf den Punkt mit der Masse 1 ausgeübte 
Potential nach (10) des § 18. 



w. -■*£ + &)- 



3** r 8 

und das kinetische Potential 

H=-T-W a 
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nimmt somit in diesem Falle die Form an 

welche in der oben behandelten 

H=f(r,r',v) 
enthalten ist. 

Bemerkt man nun, dass nach den oben gegebenen Defi- 
nitionen 

tt _ ± dB 2M_ 1 . 2N 1 

U *~ r' dr' ~ *» r "•" Ä* r 8 

ist, so wird die Gleichung (2), welche das Energieprincip dar- 
stellt, lauten 

(8 ) _ v *_jtf(___J + ___ h , 

während die Gleichung (7), wenn mit r 2 multiplicirt und r ,% 
auf beiden Seiten hinzuaddirt wird, in 

(9) t ,_ o,'(i ; l-V+ ? V + / , 



("+SÄ" 



übergeht. Setzt man nun den Werth von v* aus (9) in (8) 
ein, so ergiebt sich 



und aas (6) 



sin & ä& 






IN 
3** 



V^+Sj ( 2 ( r8+ 5l) (^+^)-o 1 »(l+x 1 » + Or') 



rfr-f-^> 



wodurch alle Bestimmungsstücke auf Quadraturen zurück- 
geführt sind. 
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Was endlich die Bewegung eines im Hohlraum befind- 
lichen Punktes betrifft; so ist das Potential der Kugelschale 
auf einen Punkt im Innern, nach (11) des § 18., wenn 

gesetzt wird, 

und es gehen somit die Bewegungsgleichungen 

d*x^ dW± d dW { 

dt* dx dt dx' 

und die beiden analogen in 

x ^sf^' y = *py > z = w* 

über, woraus a?" = 0, y" = 0, *"= folgt; wir finden daher, 
dass sich ein Punkt innerhalb des Hohlraumes einer Kugel- 
schale, deren Massenelemente denselben nach dem Web er 'sehen 
Gesetze anziehen, in grader Linie mit constanter Geschwindig- 
keit bewegt. 

§20. 

Ueber die Erweiterung der Poisson' sehen Unstetigkeits- 
gleichung. 

Im Anschluss an die im § 18. hergeleitete Ausdehnung der 
Laplace-Poisson'schen Differentialgleichung auf Potentiale 
höherer Ordnung soll endlich noch die Form der erweiterten 
Poisson'schen Unstetigkeitsgleichung nebst einigen dahin ge- 
hörigen Anwendungen untersucht werden, und es wird genügen, 
diese Betrachtungen für das Web er' sehe Potential durchzu- 
führen. 

Bezeichnet man mit U das Potential von Massen, die 
einen Raum stetig erfüllen und einen Punkt von der Masse 1 
nach dem Weber'schen Potentiale 



*-?(»+£) 
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anziehen, sei dt ein Element dieses Raumes, 6 die Dichtigkeit 
in demselben und r seine Entfernung von dem angezogenen 
Punkte x, y, z, so folgt zunächst, dass 

°-fff'"(*+Z)-fffH 1 +i)<'»'- 

für alle Punkte x f y, z ausserhalb des mit Masse erfüllten 
Baumes endlich und stetig ist, dass aber, wie oben die 
Einführung von Polarcoordinaten zeigte, die Endlichkeit und 
Stetigkeit des Potentials auch innerhalb der Masse für endliche 
und stetige Werthe der Ableitung r fortbesteht. 

Liegt nun der angezogene Punkt ausserhalb der anziehenden 
Massen, so folgt durch Differentiation nach den Coordinaten 
und deren ersten Ableitungen 

A M Ü- It^U-fffcfaW-^W) dadbdc, 

wobei die anziehende Masse als ruhend betrachtet wird; da 
nun aus 

^-(z-aY + fy-bY + iM-cy, 

tt ={x — a)x'-\-(y — b) y' + (* — c) z 
sich ; wie unmittelbar zu sehen, 

d'W _ 3(x — a) % 1 3/' . 15/»(s — q)' 

dx* ~ r 6 r 8 k*r* ■ * f r* 

12/(3— a)x , 2^* 

und 

d*W __ 6r (x — a)* . 2r_ , 2x'(x — a) 



nebst den entsprechenden Ausdrücken in y und z ergiebt, so 

folgt, wenn 

x '* 4. y '2 4. /f _ v « 

gesetzt wird, 

und daraus 
A TT--A W— L/£zi2fl/'J-lLz* f /'4.ill£/'\ 
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und wir finden somit, 
dass 

LnU-l^ü-pix-X + y-Y+e-Z) 
ist, worin 

X CCJ°±=*i dadbdc, 

Y —f ff *?**>»*' 
Z = -CCJ^± dadbdc 

die Componenten der Kraft sind, welche das gegebene Massen- 
system nach dem Newton 9 sehen Gesetze auf den ausserhalb der 
Massen befindlichen Punkt ausübt. 

Um zu sehen, welchen Werth derselbe Ausdruck för 
einen innerhalb des Massensystems gelegenen Punkt annimmt, 
bilde man den nach der Goordinate z genommenen partiellen 
Differentialquotienten von U, welcher wegen 

d**^ dc> d% de 

in 

+fffUH 1 + $*»*' 

oder durch bekannte Umformung in 



du 
de 



+fffUH 1 +£) d « dhdc 



übergeht, worin ds ein Element der Oberfläche des mit Masse 
erfüllten Baumes und n die nach dem Innern dieses gerichtete 
Normale von ds bedeutet, so dass das erste Integral als ein 
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Oberflächenpotential mit den Massen 6 cos (nz), das zweite 

als ein Raumpotential mit der Dichtigkeit -~— der Massen 
aufzufassen ist. 

OTT 

Um nun den Ausdruck -~- in Bezug auf seine Stetigkeit 

zu untersuchen, wird es nöthig sein, die Stetigkeit eines nach 
dem Weber'schen Gesetze wirkenden Oberflächenpotentials 



'-//>(i + £)* 



zu behandeln, in welchem die Dichtigkeit 6 endlich sein und 
sich stetig auf der Fläche ändern soll, welche selbst end- 
liche Dimensionen und überall eine endliche und stetige 
Krümmung hat. 

Dass das Oberflächenpotential wieder für Punkte, die in 
endlicher Entfernung von derselben liegen, endlich ist und 
keinen Sprung erleidet, ist unmittelbar ersichtlich; um nun 
zu sehen, wie es sich damit verhält, wenn der Punkt der 
Fläche unendlich nahe rückt, wollen wir nach der Beweisart, 
wie sie gewöhnlich auch für das New ton 'sehe Flächenpotential 
angewandt wird, den Anfangspunkt der Coordinaten in den 
Flächenpunkt verlegen, dem sich der angezogene Punkt un- 
endlich nähert, die j^-Axe in die Normale der Fläche, die 
x t ~ und t/ x -Axe also in die Tangentialebene. Denken wir uns 
nun aus der Fläche einen unendlich kleinen Kreis — die 
Indicatrix, die in Folge der gemachten Annahme nur als ein 
Kegelschnitt angenommen werden kann, bringt keine von der 
Annahme des Kreises abweichende Betrachtung — mit dem 
Radius R ausgeschnitten, der selbst unendlich klein, aber 
gegen das unendlich kleine z t unendlich gross und von diesem 
unabhängig betrachtet werden darf, so wird, wenn das Flächen- 
potential des mit Masse constanter Dichtigkeit belegten Kreises 
mit V lf das der übrigen Oberfläche mit V 2 bezeichnet wird, 
V 2 auch beim Durchgange des Punktes durch die Fläche 
endlich und stetig sein, und somit nur die Endlichkeit und 
Stetigkeit des Potentials V x zu untersuchen sein. 
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Da nun 



R 2rt 



'//- 



worin 

'i* = fa ~ Q cos?)' + (y l - q sin?) 2 + ^ 
^r/ mmfa—Q cosg>) < + (y x - q sing)) y/ + ^ 

ist, so ergiebt sich zunächst, wenn der Punkt, dessen Ge- 
schwindigkeitscomponenten #/, y/, z± sind, sich auf der Normale 
befindet, also x x = 0, y x — ist, aus 



R %n 



1 J J Vö^+V 


oder durch Integration nach 9 



R 



**' ( 1 + V ^ + 2« , + ^ 




und demnach durch Ausführung der Integration nach q 

F 1 = 2«*[ l ^+v_y^]-^ 1 v j [ l ^-^] 

worin die Wurzeln mit positivem Zeichen zu nehmen sind; 
lässt man nun z x und B sich so der Null nähern, dass auch 

j| = ist, so ist zunächst aus diesem Ausdrucke zu ersehen, 

dass V x gegen Null convergirt, und somit das gesammte 
Flächenpotential V wieder endlich und stetig ist, wenn der 
Punkt längs der Normale die Fläche durchschneidet. Man 
erhält aber zugleich, wie eine leichte Rechnung zeigt, aus 
dem oben gefundenen Werthe von V t den Ausdruck 
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3*1 <**^*i Lv-B'+v vvJ 

j_ i^ « '»r *i ^-i 

, 2«* ,,r «,« i _V_"| 

*' * L (Ä' + OVä'+V *i*V*7J 

ans welchem sich für verschwindende Werthe von z, R,j£, da 

also ein Sprang in dem Betrage von — 45rtf (1 -f- p ) ergiebt, 

und wir erhalten hieraus den erweiterten Poisson'scken Un- 
stetigheitssatz 

welcher, wem die Geschwindigkeit des Punktes nach der Nor- 
male gerichtet ist, in 

(ä^T ~~ dt Jri) + (dS~ — Tt WJ = "" 4ä *( 1 + p) 
übergeht. 

Um die Stetigkeitssprünge der entsprechenden Ausdrücke 
für die a^- und ^-Coordinate zu ermitteln, müssen wir zu 
dem oben durch das Doppelintegral definirten Werth 

v 1= 6rf* — **** * x 

J J V( x i — 9 CO" 8 ?)' + (Sfi — 9 sinqp)* + *i f 

/j , ((s t — gcoBy)a? / + (y 1 — gBJnqp)y - f M i'A 
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zurückgehen, zunächst 

dxj ' dx t ' ' dt das/ 

bilden und dann «,»«0, y t = setzen, wonach man, wie 
wiederum eine einfache Rechnung zeigt, durch Ausführung 
der Integration nach <p und dann nach r 



a 



*, d« a*/ *» *» * Li^+v yspj 

I 'V/P * *'*' -I-- - *» -1-&-1 

erhält ; so dass wiederum in unendlicher Nahe des Flächen- 
pnnktes 



/ „ / 



fttr*>0 ?Ti-±*L- ^x' z 

mT "i >y) dx, dt a*/ *■ *i *»> 

*** ** < u a«, <** aV *» ^ *» 

wird, und daher die Ausdrücke 

dr ±j>Z_ ar d er 

a«, dtdxi'' dtf t dtdy,' 
die resp. Sprünge machen 

Gehen wir wieder zu dem ursprünglichen Coordinaten- 
system über, dessen Goordinaten mit x 19 y 17 z t in den Be- 
ziehungen stehen 

a^ = x cos (xxj) + y cos (y&j) + * cos (fl^i) , 
y l=X co* (xy t ) -f y cos (yy x ) + * cos (zy t ) , 
^ = # cos (a^) + y cos (y ^) + * cos (**i) > 
so folgt aus dem Hülfsatze 2. des § 2. 
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3V ddV_(dV d dV\ , v 

dx "~ dt dx ~ \dx t dt dx t ') cos ^ x) 

. (dV d dV\ , v 
und es werden sich somit die Sprünge der Ausdrücke 

<tZ—.*.?z ^r__iiz ^i—A^i. 

dx dtdx'> dy dtdxf > dz dt dz* 
für den Durchgang durch die Fläche in der Form ergeben 

4»0 ff i »/.i , v* — n*\ / x 

jp- n x — Atco (1 -\ p — 1 cos (nx) , 

— ^r *Y — 4**(i + *' 7» n ; C08 ( w y)> 

1^- hV — 4jt<J (1 + Ti* ) cos (w#). 

Kehren wir nun zur Betrachtung des oben definirten 
Baumpotentials ü zurück, so war gezeigt, dass U an der 
Oberfläche des Baumes selbst stetig ist, und dasselbe findet 

für ö- statt, da dieses sich aus einem Baum- und einem 

GZ ' 

Flächenpotential zusammensetzte, und V, wie oben nachgewiesen 
worden, stetig war; es werden somit, wie durch Vertaupchung 
von z, c mit x, a und y, b ersichtlich ist, 

O TT flTT ßJJ 

die Ausdrücke «-,«-,«- auch cm der Oberfläche des 

Raumes stetig sein. 

Ferner folgt aber aus den eben gefundenen Stetigkeits- 
sprüngen eines Flächenpotentials mit den Dichtigkeiten 

6 cos (nx) , 6 cos (ny) , 6 cos (nz) , 

welches je einen Bestandtheil der Ausdrücke g— , g— , «— bildet, 
dass die Ausdrücke 

d*U d d*ü d*U d d*U d*ü d d*ü 



dx* dt dx dx > dy* dt dy dy > dz* dt dz dz* 
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für den Durchgang des Punktes durch die Oberfläche die resp. 
Stetigkeitssprünge erleiden 

W nx ' cos ( na? ) ~~ ^ nfS V* ~t~ ~k* n ) eoB% { nx )f 

— ^ßn'y cos (ny) — 4x6 (l -f v ~ n J cos*(ny), 

j*- w'*'cos(n*) — 4x6 (l -f- Ti J cos*(n*), 

und somit der J.t4&ZruiÄ; 

den Sprung 

— W n '(*' C0B ( nx ^ "f" y' cos ( w y) +*'cos (n^)) — 4x6 (l -\- v T* J 

oder — 4x6 (l + *r) • 

Stellen wir dieses Resultat mit dem oben für ausserhalb 
der Massen gelegene Punkte erhaltenen zusammen, so finden wir, 
dass in der Nahe der Oberfläche 

* w ü-§ i A l0 U=? i (x"X + y"Y+z"Z)-ix< f (l + £) 

ist. Befindet sich nun der Punkt im Innern der angezogenen 
Masse, so lege man eine Fläche unmittelbar um diesen Punkt, 
dann wird, wenn das Potential des Massensystems, welches 
diesen Punkt einschliesst, mit U t bezeichnet wird, 

* w (U-U 1 )-§ i * 10 (U-U l ) = ? t -(x'X, + y"Y % + /'Z i ) 

sein, wenn X^, Y 2 , Z t die Eraftcomponenten des nach dem 
Newton'schen Gesetze wirkenden Massensystems bedeuten, in 
welchem der ausgeschiedene Punkt nicht liegt, und wir finden 
somit, da nach dem Obigen 

^ü 1 -±\ U 1 = ? f (x''X 1 +y''Y l +*"Z 1 )-4*6(l + £) 
ist, 
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dass allgemein für jedes nach dem Weber'schen Gesetze 
wirkende Baumpotentiai 

die Beziehung besteht 

& 00 U-§ i A 1(> U=? ¥ (x"X+y"Y+z"Z)-4n*(l + £), 

worin 6 die Dichtigkeit der Masse in dem Punkte bedeutet, in 
welchem sich der angezogene Punkt befindet, v dessen Geschwindig- 
keit, x" y y", z" dessen Beschleunigungen, und X, Y } Z die Kraft- 
camponenten des gesammten nach dem Newton'schen Gesetze 
wirkenden Massensystems darstellen. 

Prüft man diese Beziehung für eine homogene Kugel von 
der Dichtigkeit 6 und dem Radius R, deren Elemente einen 
im Innern derselben in der Entfernung l vom Mittelpunkte be- 
findlichen Punkt, der die Geschwindigkeit v besitzt, nach dem 
Weber'schen Gesetze anziehen, so ist das im § 18. entwickelte 
Potential 

woraus unmittelbar die Ausdrücke 

und daraus die Beziehung 

4» W»-* ^o W m —\ \™(x X "+yy"+ eis ")-tx< ! (l + i) 

folgt, welche mit der oben gefundenen allgemeinen Relation 
übereinstimmt, wenn man beachtet, dass die Anziehungscompo- 
nenten der Kugel, wenn deren Elemente nach dem Newton- 
schen Gesetze wirken, auf einen Punkt im Innern derselben, 
dessen Coordinaten x, y, z sind, durch 

X= — — %6x y Y= — — ittiy, Z= — — itöz 
dargestellt werden. 
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Es bedarf keiner weiteren Ausführung; wie die Poisson'sche 
Unstetigkeitsgleichung, sowie die andern oben entwickelten Be- 
ziehungen für das allgemeine erweiterte Newton'sche Potential 
beliebiger Ordnung herzuleiten sind, und ganz ähnliche Be- 
trachtungen lassen sich durchführen, wenn die anziehende 
Masse als nicht ruhend angenommen wird. 

§21. 
Rückblick. 

Das kinetische Potential eines Problems in der Mechanik 
wägbarer Massen ist in Bezug auf die Ableitungen der von 
einander unabhängigen Coordinaten vom zweiten Grade, und 
es kommen in demselben lineare Glieder in diesen Grössen 
nur dann vor, wenn die Bedingungsgleichungen die Zeit ex- 
plicite enthalten. Um die wirklich stattfindende Bewegung 
eines Theiles dieses Systems von dem andern abgesondert 
durch Kräfte bestimmter Art und Intensität zu beschreiben, 
wird man die Elimination derjenigen Coordinaten und deren 
ersten und zweiten Ableitungen aus dem Differentialgleichung- 
systeme zu bewerkstelligen haben, die aus dem Systeme aus- 
geschieden werden sollen, und untersuchen müssen, ob die in 
den zu betrachtenden Coordinaten nunmehr sich ergebenden 
Differentialgleichungen von der zweiten oder einer höheren 
Ordnung wiederum ein kinetisches Potential erster oder höherer 
Ordnung besitzen. Da ein solcher Eliminationsprocess von 
Variabein zwischen Differentialgleichungen aber im Allgemeinen 
auch die wiederholte Differentiation derjenigen Differential- 
gleichungen erfordert, welche zu den Variabein des neu formu- 
lirten Bewegungsproblems gehören, so werden, wie die oben 
durchgeführten Untersuchungen lehren, die Kräfte, deren Ein- 
wirkung auf einen beliebig herausgegriffenen, von dem übrigen 
abgesonderten Theil des Punktesystems dieselbe Bewegung er- 
zeugen würde, wie sie in dem gesammten Systeme durch die 
der Mechanik wägbarer Massen angehörigen Kräfte veranlasst 
wird, im Allgemeinen Kräfte höherer Ordnung sein, oder die 
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Bewegung durch kinetische Potentiale von höherer Ordnung 
als der ersten beschrieben werden. Und dasselbe gilt, wenn 
man nicht von Problemen der Mechanik wägbarer Massen aus- 
geht, sondern von solchen, welchen allgemeine kinetische Po- 
tentiale erster Ordnung oder beliebig hoher Ordnung zu Grunde 
liegen, so dass die Frage nach der Bewegung der einzelnen 
Theile eines Systemes, wenn dieselbe durch Kräfte höherer 
Ordnung hervorgebracht genau dieselbe sein soll, al& wenn 
diese Theile dem vorgelegten Systeme angehören, auf welches 
Kräfte irgend welcher Ordnung einwirken, auf die Tinter- 
suchung der kinetischen Potentiale höherer Ordnung führt, 
welche wiederum den erweiterten Principien der Mechanik ihre 
Entstehung geben. Alle diese Untersuchungen knüpften sich 
aber an den durch Differentiation der Bewegungsgleichungen 
vollzogenen Eliminationsprocess einer Anzahl von unabhängigen 
Goordinaten, und diese Differentiation lässt sich nicht um- 
gehen, so lange wir nicht bestimmte Eigenschaften der vor- 
gelegten Bewegungsgleichungen oder des dieselben bestimmen- 
den kinetischen Potentials voraussetzen, und deshalb waren 
oben die nothwendigen und hinreichenden Bedingungen für die 
Form des kinetischen Potentials erster Ordnung entwickelt, 
sowie der Weg zur Aufstellung eben dieser Bedingungen für 
kinetische Potentiale beliebiger Ordnung vorgezeichnet worden, 
wenn nur mit Hülfe algebraischer Eliminationsprocesse die 
wirklich stattfindende Bewegung eines aus weniger Punkten 
bestehenden Theilsystems als durch Einwirkung von Kräften 
derselben oder der nächst höheren Ordnung bewerkstelligt er- 
kannt werden kann. 

Für die Bewegungsprobleme in der Mechanik wägbarer 
Massen, bei welchen die Elimination einer Anzahl von Goordi- 
naten sich ohne Differentiationsprocesse erledigen lässt, ist 
zunächst aus den Untersuchungen des § 15. ersichtlich, dass für 
den Fall, dass die linken Seiten einer Anzahl Lagrange'scher 
Gleichungen des Bewegungsproblems vollständige nach der Zeit 
genommene Differentialquotienten sind oder dass — was damit 
zusammenfällt — das kinetische Potential von einer Anzahl 

Koenigsberger, Principien d. Mechanik. 
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von Coordinaten unabhängig ist, die ersten Differentialquotienten 
der verborgenen Coordinaten lineare Functionen der ersten Diffe- 
rentialquotienten derjenigen Coordinaten sein werden, welche 
das reducirte Problem noch enthalten soll, und dass somit das 
neue kinetische Potential erster Ordnung wieder nur wie das 
vorgelegte, welches aber die actuelle und potentielle Energie 
getrennt besitzt, und für welches die Ableitungen der Coordi- 
naten nur in der ersteren vorkommen, die Ableitungen der 
nach Elimination der verborgenen Punkte übrig gebliebenen 
Coordinaten auch nur im zweiten Grade besitzt, worin jedoch 
im Allgemeinen auch Glieder erster Dimension eintreten werden, 
und eine Trennung der actuellen und potentiellen Energie nicht 
mehr unmittelbar ersichtlich ist. Daraus folgt aber, wie eine ein- 
fache Ueberlegung auf Grund der in den §§ 15., 16., 17. ausge- 
führten Untersuchungen zeigt, dass dieser Fall der verborgenen 
Bewegung nur auf kinetische Potentiale führt, welche die ersten 
Ableitungen der übrig gebliebenen Coordinaten in nicht höherem 
Grade als dem zweiten enthalten, und dass somit für den Fall 
der Existenz einer im oben angegebenen Sinne erweiterten 
Kräftefunction für die Coordinaten des Theilsystems auch diese 
nur quadratisch in den Ableitungen dieser Grössen sein wird, 
und daher, wenn sie die Coordinaten der Punkte nur in der 
Form der gegenseitigen Entfernungen enthält, diese Kräfte- 
function eine ganze Function zweiten Grades in den ersten 
Ableitungen der Entfernungen sein muss, in deren Coefficienten 
die Entfernungen selbst beliebig eintreten dürfen — wie oben 
z. B. für das Weber'sche Gesetz gezeigt worden ist, welches 
sich durch das Newton'sche ersetzen Hess, wenn noch ein 
dritter Punkt mit dem Systeme der beiden Punkte in be- 
stimmter Weise verknüpft wird, der dann nur durch seine 
Trägheit die Wirkung des Newton' sehen Gesetzes so ab- 
ändert, dass für den Fall, dass der dritte Punkt verborgen 
bleibt, die Bewegung der beiden Systempunkte durch die 
Weber'sche Kräftefunction hervorgebracht erscheint. Dagegen 
lässt sich z. B., wie aus denselben oben aufgestellten Aus- 
drücken hervorgeht, leicht zeigen, dass die Bewegung eines 
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im widerstehenden Medium sich bewegenden Punktes, dessen 
Widerstand eine Function der Coordinaten und der Geschwindig- 
keit ist, sich nicht hervorbringen lässt durch Verknüpfung mit 
anderen wägbaren verborgenen Massen mit demselben und 
Einwirkung von Kräften, die nur von den Coordinaten ab- 
hängen. 

Aber es war der oben bezeichnete Fall der verborgenen 
Bewegung auch in der Mechanik wägbarer Massen nicht der 
einzige, in welchem die Bewegung eines Theilsystems wiederum 
durch ein kinetisches Potential erster Ordnung, in welchem 
jedoch selbstverständlich die actuelle und potentielle Energie 
wieder nicht getrennt erscheinen werden, beschrieben werden 
kann. Für jedes Problem in der Mechanik wägbarer Massen, 
dessen kinetisches Potential also aus der lebendigen Kraft und 
der Kräftefunction besteht, ist für den Fall holonomer Be- 
dingungsgleichungen aus der Form derselben unmittelbar er- 
sichtlich, dass das kinetische Potential, in den freien oder un- 
abhängigen Coordinaten ausgedrückt, in den Ableitungen der 
letzteren von nicht höherem Grade als dem zweiten sein wird, 
aber von der Gestalt, dass, weil die Coefncienten der Quadrate 
dieser Ableitungen aus der Summe der Quadrate der nach den 
freien Coordinaten genommenen partiellen Ableitungen der 
sämmtlichen Coordinaten des keinen Zwangsbedingungen unter- 
worfenen Systems bestehen, die Quadrate der ersten Ableitungen 
sämmtlicher unabhängigen Coordinaten mit wesentlich posi- 
tiven, nicht verschwindenden, im Allgemeinen von den Coordi- 
naten selbst abhängigen Coefncienten behaftet sind. In Folge 
dessen werden von den allein möglichen, für die allgemeinen 
kinetischen Potentiale erster Ordnung behandelten Fällen ver- 
borgener Bewegung, wie aus den dort gefundenen Formen des 
kinetischen Potentials hervorgeht, in der Mechanik wägbarer 
Massen nur die Fälle als solche verborgener Bewegung sich 
auffassen lassen, für welche entweder das kinetische Potential 
von einer Anzahl freier Coordinaten oder auch eine Reihe 
Lagrange 'scher Bewegungsgleichungen von einer Anzahl freier 

Coordinaten und deren ersten Ableitungen unabhängig ist. 

lö* 



